llll Kapitel 1

Udsagnslogik

1.1 Prolog: Et logisk problem om etiketter og krukker

Matematik handler om at lese problemer, der involverer objekter som meengder, funktioner,
tal, afledte, integraler og mange flere. Malet med dette kapitel er at treene og forbedre
dine problemlesningsevner generelt ved at forklare dig nogle veerktgjer fra matematisk
logik. For at identificere og motivere disse veerktejer betragter vi som et eksempel folgende
problemstilling:

Eksempel 1.1.1

Opgave: Der er givet tre krukker. Du kan ikke se, hvad der er i krukkerne, men de er maerket
med etiketterne “Zbler”, “Begge” og “Peerer”. Etiketten “Begge” betyder blot, at krukken
indeholder bdde abler og peerer. Problemet er nu, at nogen har byttet rundt pd etiketterne pa
en sadan mdde, at ingen etiket sidder pa den rigtige krukke leengere. Med andre ord: Vi ved,
at der for hver krukke geelder, at dens etiket er “ZEbler” eller “Begge” eller “Paerer”. Vi ved
ogsa, at alle etiketterne i gjeblikket er forkerte, hvilket betyder, at den venstre krukke har den
sande etiket “Begge” eller “Peerer”, den midterste krukke har den sande etiket “Zbler” eller
“Paerer”, mens den hgjre krukke har den sande etiket “ZEbler” eller “Begge”.

For at finde ud af, hvor etiketterne herer til, kan du traekke stykker af frugt fra hver
krukke. Hvor mange gange skulle du traekke fra krukkerne for at finde ud af, hvor etiketterne
oprindeligt var?

Vi vil lose denne gade senere, men du er velkommen til at teenke over det allerede nu!

1.2 Kom i gang med udsagnslogik

Pointen i at stille denne gdde om krukkerne og etiketterne er, at vi ved at teenke over den
identificerer adskillige negleingredienser, der er nyttige generelt, ndr man arbejder pa et
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Begge

Figur 1.1: En gade om etiketter og krukker

matematisk problem. Man bruger ord som “og”, “eller”, “ikke” og “hvis ... s&”, ndr man
arbejder péd opgaver af denne art. Lad os derfor introducere noget notation fra det, der kendes
som udsagnslogik. Dette er et emne, der omhandler kombinationer af korte pastande, der
kan veere enten sande eller falske. Et eksempel pd en sddan kort pastand er: etiketten pa
krukke nummer et er “Zbler”. Vi vil kalde en sddan péstand for et logisk udsagn. Her er tre
eksempler mere pa sddanne udsagn: x = 10,1 <y, a # p.

Vi benytter typisk variabler som P, Q og tilsvarende til at betegne logiske udsagn. Et logisk
udsagn P kan veere sandt eller falsk, hvilket mere formelt formuleres siledes: P kan tage
veerdien T (for det engelske ‘true’) eller veerdien F (for ‘falsk” eller det engelske ‘false’). Det er
ogsd meget normalt at anvende tallet 1 i stedet for T samt 0 i stedet for F, men i denne tekst
vil vi holde os til T og F.

Af og til kan et udsagn opdeles i mindre, enklere udsagn. For eksempel bestdr udsagnet
x=10 og 1<y,

af de to enklere udsagn x = 10, 1 < y kombineret med ordet ‘og’. I udsagnslogikken skriver
man
x=10 A 1<y.

For at forbedre leesbarheden kan man placere parenteser omkring dele af udtrykket og for
eksempel skrive:
(x=10) A (1 <y).

For at veere helt praecise i betydningen af A vil vi gore det utvetydeligt, hvorndr et udsagn af
formen P A Q er sandt. Vi vil gore dette i folgende definition:

Definition 1.2.1

Lad P og Q veere to logiske udsagn. Da er P A Q, som udtales “P og Q”, sandt, netop nar
bade P er sandt, og Q er sandt. Pa tabelform:
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Tabellen i denne definition kaldes en sandhedstabel for det logiske udsagn P A Q. Lad os
forklare i flere detaljer, hvordan en sddan sandhedstabel fungerer. De to variabler P og Q kan
begge veere sande eller falske uafheengigt af hinanden. Med andre ord: P og Q kan antage
veerdien T eller veerdien F uafhaengigt. Derfor er der i alt fire tilfeelde at overveje for:

1) P og Q antager begge veerdien T,

2) P antager veerdien F, og Q antager veerdien T,

3) P antager veerdien T, og Q antager veerdien F,

4) P og Q antager begge verdien F.

For hver af disse fire muligheder angiver sandhedstabellen for P A Q, hvilken veerdi P A Q
antager. Hvis P for eksempel antager veerdien T, og Q antager veerdien F, kan vi afleese i
den tredje reekke i sandhedstabellen, at P A Q antager verdien F. Dette er grunden til, at
sandhedstabellen for P A Q har fire reekker. Hver reekke angiver, hvilken veerdi P A Q antager,
hvis P og Q hver iseer antager specifikke veerdier.

Mere komplicerede logiske udsagn har ogsa en sandhedstabel. Her er et eksempel:

Eksempel 1.2.1

Lad P, Q, R veere tre logiske udsagn. Betragt nu det logiske udsagn P A (Q A R). Vi har sat
parenteser omkring Q A R for at tydeliggere, at vi betragter P kombineret med Q A R ved
hjeelp af A. Det logiske udsagn (P A Q) A R ser umiddelbart lignende ud men er strengt taget
ikke det samme som P A (Q A R)!

For at bestemme, hvornar P A (Q A R) er sandt, og hvornér det er falsk, benytter
vi Definition 1.2.1 og bestemmer dets sandhedstabel. Da vi nu har tre variabler, vil
sandhedstabellen indeholde otte reekker: en raekke for hver mulig kombination af veerdier
antaget af P, Q og R. Derfor starter tabellen saledes:
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P|Q|R
T|T|T
F|T|T
T|F|T
F|F|T
T|T|F
F|T]|F
T|F|F
F|F|F

Da P A (Q A R) bestar af P og Q A R, er det praktisk ferst at tilfeje en kolonne til Q A R.
For at udfylde de veerdier, Q A R antager i hver af de otte raekker, benytter vi Definition 1.2.1.
At de logiske udsagn i Definition 1.2.1 blev kaldt P og Q, er uden betydning, og definitionen
kan ogsa anvendes pd de logiske udsagn Q og R. For eksempel antager bade Q og R veerdien
T i de forste to reekker, hvilket ifelge Definition 1.2.1 betyder, at ogsd Q A R antager veerdien T
dér. I den tredje og fjerde raekke antager Q veerdien F og R veerdien T. Derfor antager Q A R
veerdien F i disse raekker. Vi fortsaetter pa denne made og fér:

P|Q|R|QAR
T|T|T| T

= | || |
el e I e s s
| A
| M| | | A

F|F|F F
Herefter tilfgjer vi en kolonne til P A (Q A R) og bestemmer sandhedsverdierne, som

udsagnet antager for hver af de otte reekker. Antag for eksempel, at (P, Q,R) antager
veerdierne (F, T, T), svarende til veerdierne i sandhedstabellens anden raekke. Sa ser vi i
den kolonne, vi netop har bestemt, at Q A R antager veerdien T. Anvendes Definition 1.2.1 pa
de logiske udsagn P og Q A R, ser vinu, at P A (Q A R) antager veerdien F. Vi fortsaetter pa
denne made og bestemmer hele kolonnen for P A (Q A R), hvilket fuldferer sandhedstabellen:

P|Q|R|QAR|PA(QAR)

T\ T|T| T T

el el e s R s
| | A | A
| | | | A
| M| | | | | A
M| k| | | M| |

Vi kan opfatte A som en logisk operator: givet to logiske udsagn P og Q producerer den et
nyt logisk udsagn P A Q, uanset hvor komplicerede P og Q maétte veere. I dette lys kaldes A
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typisk konjunktion, og P A\ Q kaldes konjunktionen af P og Q.

Lad os introducere nogle flere logiske operatorer. I Eksempel 1.1.1 ved vi, at alle etiketter er
forkerte til at starte med. Derfor har den forste krukke fra venstre ikke etiketten “Zbler”.
Den ma derfor have den sande etiket “Begge” eller “Paerer”. Dette formaliseres i den neeste
definition.

Definition 1.2.2

Lad P og Q veere to logiske udsagn. Da er PV Q, som udtales “P eller Q”, defineret ved
folgende sandhedstabel:

P|Q|PVQ
T[T] T
FIT| T
TIF| T
F|F| F

Operatoren V kaldes disjunktion og P V Q disjunktionen af P og Q. En tredje logisk operator
er negationen af et logisk udsagn. Vi har allerede berort dette i Eksempel 1.1.1, hvor vi fik
givet, at etiketterne er forkert placeret. For eksempel er den sande etiket pd den midterste
krukke derfor ikke “Begge”. Et udsagn som x # 0 er simpelthen negationen af udsagnet
x = 0. Lad os definere negationsoperatoren formelt.

Definition 1.2.3

Lad P vere et logisk udsagn. Da er —P, som udtales “ikke P”, defineret ved folgende
sandhedstabel:

P|-P
‘T| F
F| T

Som operator kaldes — for negation, og —P kaldes derfor ogsd negationen af P. Vi har nu
rigeligt med ingredienser til at kunne opstille adskillige logiske udsagn. Lad os overveje et
eksempel.

Eksempel 1.2.2

Betragt det logiske udsagn P V (Q A —P). Vi vil bestemme dets sandhedstabel. Da vi kun har
to variable P og Q, vil denne sandhedstabel indeholde fire reekker. I PV (Q A —P) indgéar
det simplere logiske udsagn Q A =P, som igen indeholder det logiske udsagn —P. For at
kunne bestemme sandhedstabellen for P V (Q A —P) giver det derfor mening at tilfeje en
kolonne til =P og en til Q A =P, hvorved vi gradvist arbejder os hen imod at have bestemt
sandhedsverdierne for hele det logiske udsagn PV (Q A —P). Saledes bliver resultatet
folgende:
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P|Q|-P|QA=P|PV(QA=P)
T[T F F T
F|T| T T T
T|F|F F T
F|F| T F F

Lad os sammenligne vores fundne sandhedstabel med sandhedstabellen for PV Q i Definition
1.2.2. For givne sandhedsveerdier af P og Q er sandhedsverdierne af PV (Q A =P) og
P Vv Q altid de samme! Med andre ord: hvis vi kun betragter de tre kolonner i vores
fundne sandhedstabel, der svarer til P, Q og P V (Q A —P), far vi praecis samme tabel som
sandhedstabellen i Definition 1.2.2. To logiske udsagn, der ser forskellige ud, kan dbenbart
have samme sandhedstabel.

1.3 Logisk konsekvens og aekvivalens

De logiske operatorer, vi har introduceret indtil videre, -, A og V, gor det muligt at skrive
adskillige logiske udsagn pa en preecis made. Pointen med logik er dog at gere argumenter og
reesonnementer mere praecise. Vi vil gerne veere i stand til at sige noget i retning af, hvis P er
sandt, kan vi konkludere, at ogsd Q er sandt. For eksempel, hvis x > 0, er ogsa x > —1. Dette
kan formaliseres ved brug af det logiske symbol =, kaldet en implikation, med skrivemdaden
P = Q ved foelgende definition:

Definition 1.3.1
Det logiske udsagn P = Q defineres ved felgende sandhedstabel:

PlQ|P=Q
T[T T
F|T T
T|F F
F|F T

I almindeligt sprog udtaler man typisk P = Q som “P medferer Q” eller “hvis P, sd Q”. Det
kan blive nodvendigt at skrive det logiske udsagn P = Q som Q <« P.

Vi vil betegne to serlige typer logiske udsagn ved T og F. Det logiske udsagn T representerer
en pastand, der altid er sand, som for eksempel pastanden 5 = 5. Et sadant logisk udsagn
kaldes en tautologi. I modseetning hertil repreesenterer det logiske udsagn F en pastand, der
altid er falsk, som for eksempel 5 # 5. Dette kaldes en modstrid. Teenker vi i implikationer,
betyder pastanden, at P = Q altid er sandt for givne logiske udsagn P og Q, faktisk, at
P = Q er en tautologi. Hvis P = Q er en tautologi, viser sandhedstabellen for implikationen
i Definition 1.3.1, at hvis P er sandt, er ogsa Q sandt.

Hvis P = Q er en tautologi, siges Q at vaere en logisk konsekvens af P, alternativt at Q medferes
af P, pd engelsk ‘Q is implied by P’, hvilket forklarer brugen af begrebet implikation for
symbolet =. Lad os se pa et eksempel pa logisk konsekvens.
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Eksempel 1.3.1

Lad P og Q veere logiske udsagn. Vi pastar nu, at det logiske udsagn P V Q er en logisk
konsekvens af P. Vi kan vise pdstanden ved at vise, at det logiske udsagn P = (P V Q) altid
er sandt, med andre ord at P = (P V Q) er en tautologi. Vi bestemmer sandhedstabellen for
P = (P V Q) ved pa seedvanlig vis ferst at opskrive alle kombinationer af sandhedsvaerdier
for P og Q:

P1Q

T|T
F|T
T|F
F|F

Derneest tilfojer vi en kolonne til P Vv Q for at gere det nemt for os selv, da det forekommer
i det mere komplicerede udsagn P = (P V Q), som vi skal arbejde os hen imod. Ved brug af
Definition 1.2.2 skriver vi:

PlO|PVO
T[T| T
F[T| T
T/ F| T
F[F| F

Nu tilfejes en kolonne til P = (P V Q), og ved brug af Definition 1.3.1 bestemmes dens
sandhedsveerdier ud fra veerdierne af P og P V Q. Resultatet er den sandhedstabel, vi ensker

at bestemme:
P|Q|PvQ|P=(PVQ)

T|T T T
F|T T T
T|F T T
F|F 1B T

Da kolonnen tilherende udtrykket P = (P V Q) kun indeholder T’er, kan vi konkludere,
at P = (P V Q) er en tautologi. Vi har hermed vist, at det ganske rigtigt geelder, at P altid
medferer PV Q, med andre ord at PV Q er en logisk konsekvens af P.

Steerkere end en implikation er det, der er kendt som en biimplikation, betegnet ved < og
defineret som folger:

Definition 1.3.2

Det logiske udsagn P < Q, som udtales “P hvis og kun hvis Q”, er defineret ved felgende

sandhedstabel:
PlQ|P&Q

T|T T

| | ™
| || A

F
F
T
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Seetningen “P hvis og kun hvis Q” for det logiske udsagn P < Q kan opdeles i to dele, nemlig
“P hvis Q” og “P kun hvis Q”. Den forste del, “P hvis Q”, forteeller blot, at P <= Q, mens
“P kun hvis Q” kan koges ned til udsagnet P = Q. Dette forklarer begrebet biimplikation
for symbolet <: to implikationer er kombineret i ét symbol. Senere i Seetning 1.3.4, Ligning
(1.22) kommer vi til at se en mere formel made at udtrykke en biimplikation pa som to
implikationer.

Eksempel 1.3.2
I Eksempel 1.2.2 sa vi, at sandhedstabellen for P vV Q er identisk med den for P vV (Q A —P).
Hvad betyder dette for sandhedstabellen for det logiske udsagn (PV Q) < (PV (Q A —=P))?

Lad os udvide tabellen i Definition 1.2.2 med resultatet fra Eksempel 1.2.2:
P|Q|PVQ|PV(QA-P)

T|T T T
F|T T T
T|F T T
F|F E F

En kolonne til det logiske udsagn (P V Q) < (P V (Q A —P)) tilfejes tabellen, og ved brug af
Definition 1.3.2 udfyldes kolonnen til felgende resultat:
P|Q|PVQ|PV(QA=P)|(PVQ) & (PV(QA-P))

T|T T T T
F|T T T T
T|F T T T
F|F I K T

Da den yderste kolonne kun indeholder T’er, kan vi konkludere, at (P V Q) < (P V (Q A —P))
er en tautologi.

Pointen er nu, at hvis R < S er en tautologi for nogle, muligvis komplicerede, logiske udsagn
R og S, sa har R og S samme sandhedstabel. Med andre ord: hvis R er sandt, sd er ogsa S
sandt, og omvendt hvis S er sandt, sa er ogsa R sandt. Hvis R <> S er en tautologi, siges de
logiske udsagn R og S derfor at veere logisk akvivalente. I Eksempel 1.3.2 kan vi konkludere, at
de logiske udsagn PV Q og PV (Q A —P) er logisk aekvivalente. Pointen med eksempelet
var at vise, at man nogle gange kan omskrive en logisk péstand til en enklere form. Der
findes adskillige ganske praktiske tautologier, der kan benyttes til at omskrive logiske udsagn
til en enklere form. Vi oplister herunder som en start nogle, der omhandler konjunktion,
disjunktion og negation.

Seetning 1.3.1

Lad P, Q og R veere logiske udsagn. Da er alle folgende udtryk tautologier.
PAP & P (1.1)
PvP & P (1.2)
PANQ & QAP (1.3)
PVQ & QVP (1.4)
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PA(QAR) & (PAQ)AR (1.5)
PV(QVR) & (PVQ)VR (1.6)
PAN(QVR) & (PAQ)V(PAR) (1.7)
PV(QAR) & (PVQ)A(PVR) (1.8)

Bevis. Vi kan bevise, at de naevnte logiske udsagn er tautologier, ved at bestemme deres
sandhedstabeller. Det ville fylde temmelig mange sider at gore for dem alle, sa lad os blot
bevise én af dem her, nemlig Ligning (1.5). Vi ensker dermed at vise, at PA (Q AR) &
(P A Q) AR er en tautologi. I Eksempel 1.2.1 bestemte vi sandhedstabellen for P A (Q A R), s&
vi undlader at gentage det her. Vi skal her blot bestemme sandhedstabellen for (P A Q) AR,
hvilket kan gores ligesom for P A (Q A R) i Eksempel 1.2.1. Derefter vil vi kunne bestemme
sandhedstabellen for P A (Q A R) < (P A Q) A R ved hjelp af Definition 1.3.2. Resultatet
bliver folgende:

P|Q|R|PA(QAR)[PAQ|(PAQ)AR|PA(QAR) < (PAQ)AR
T[T]T T T T T
FIT|T F F F T
T|F[T F F F T
FI|EF|T F F F T
T|T|F F T F T
F|T|F F F F T
T|F|F F F F T
F|F|F F F F T

Vi ser, at det logiske udsagn P A (Q AR) < (P A Q) AR kun antager sandhedsveerdien
T, uanset hvilke veerdier P, Q og R antager. Derfor kan vi konkludere, at PA (Q AR) <
(P A Q) AR er en tautologi.

Alle de andre pdstande i seetningen kan vises pd samme vis, hvilket vi undlader at gore her.
Laeseren opfordres til selv at bevise mindst én pastand mere. O

I ord siger Ligning (1.6), at nar man bestemmer disjunktionen af tre logiske udsagn, betyder
placeringen af parenteserne ikke noget. Derfor vil man typisk helt udelade parenteserne og
skrive PV Q V R. Tilsvarende siger Ligning (1.5), at ogsa for konjunktionen af tre logiske
udsagn kan parenteserne placeres frit, hvorfor man ogsé typisk skriver P A Q A R uden
nogen risiko for tvetydighed. Men dette eendrer sig, hvis bade konjunktion og disjunktion
forekommer i det samme udtryk. 5S4 betyder parenteserne noget. Lad os se pa et eksempel.

Eksempel 1.3.3

Betragt de logiske udsagn (P A Q) VR og P A (Q V R). Vi haevder, at disse ikke er logisk
ekvivalente. Dette kan vises ved bestemmelse af deres sandhedstabeller. Men for at vise,
at to logiske udsagn ikke er logisk aekvivalente, kan vi faktisk nejes med blot at finde nogle
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eksempelverdier for P, Q og R, for hvilke (P A Q) V R og P A (Q V R) ikke begge er sande og
ikke begge er falske. Lad os for eksempel undersoge, hvornar (P A Q) V R er falsk. Dette sker,
netop nar P A Q er falsk, og R er falsk. Derfor er (P A Q) V R falsk, netop hvis P og Q ikke
begge er sande, og R er falsk. Samtidig er P A (Q V R) falsk, nar P er falsk. Hvis (P, Q,R)
antager veerdierne (F, T, T), sd er (P A Q) V R derfor sandt, men P A (Q V R) er falsk. Dette
betyder, at der i sandhedstabellen for de to udtryk er en reekke, der ser sdledes ud:
P|Q|R|...|(PAQVR|PA(QVR)

ET\T\...\ T \ F

Dette er nok til at konkludere, at de logiske udsagn (P A Q) V Rog P A (Q V R) ikke er
logisk eekvivalente. Hvis de var det, ville det logiske udsagn (PA Q) VR < PA(QVR)
veere en tautologi og derfor kun tage veerdien T, men vi har nu set, at dens sandhedstabel vil
indeholde folgende raekke:

P|Q|R|...|(PAQ)VR|PA(QVR) | (PAQ)VR& PA(QVR)

I;T\T\...\ T \ F \ F

Vi har derfor, at det logiske udsagn (P A Q) VR < P A (Q V R) ikke er en tautologi, og
derfor, at de logiske udsagn (P A Q) V R og P A (Q V R) ikke er logisk eekvivalente.

Der findes flere nyttige tautologier til arbejdet med logiske udsagn. Ud over konjunktionen
A og disjunktionen V involverer de folgende ogsa negationen —. Vi overlader beviserne til
leeseren.

Seetning 1.3.2
Lad P, Q og R veere logiske udsagn. Da er alle folgende udtryk tautologier.
PVv-P & T (1.9)
PAN-P < F (1.10)
P & —\(—\P) (1.11)
-(PvVQ) & -PA-Q (1.12)
-(PAQ) & -PV-Q (1.13)
-T & F (1.14)
-F & T (1.15)

Identiteterne (1.12) og (1.13) kaldes De Morgans love. Der findes ogsa et par tautologier, der
beskriver, hvordan A og V opferer sig i kombinationer med tautologier og modstridigheder.
Igen overlader vi beviserne for disse til leeseren.
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Seetning 1.3.3

Lad P, Q og R veere logiske udsagn. Da er alle folgende udtryk tautologier.
PVF & P (1.16)
PANT & P (1.17)
PAF & F (1.18)
PVT & T (1.19)

Listerne over tautologier i Seetningerne 1.3.1, 1.3.2 og 1.3.3 kan ofte hjeelpe med omskrivning
af logiske udsagn til en logisk eekvivalent form. Lad os se pa et eksempel.

Eksempel 1.3.4
Betragt som i Eksemplerne 1.2.2 0g 1.3.2 det logiske udsagn P V (Q A —P). Vi har allerede set,
at det er logisk aekvivalent med P V Q. Lad os bevise det ved hjeelp af Seetning 1.3.1 som et
alternativ til at bestemme sandhedstabeller. Forst og fremmest ser vi ved hjeelp af Ligning
(1.8), at

PV(QA—-P)& (PVQ)A(PV—P).

Ved hjeelp af Ligning (1.9) konkluderer vi, at
PV(QA-P)< (PVQ)AT,
hvilket ved brug af Ligning (1.17) kan reduceres til
PV(QA—-P)&=PVAQ.

Med andre ord, ved hjeelp af Seetning 1.3.1 kan man bevise logiske aekvivalenser uden at skulle
bestemme sandhedstabeller. Beviset af seetningen selv kraever selvfolgelig, at der bestemmes
adskillige sandhedstabeller, men det behever kun at blive gjort én gang. I matematikken er
pointen med en seetning generelt, at den indeholder et eller flere nyttige resultater med et
bevis. Nar beviset er givet, kan man benytte resultatet i seetningen hvor nedvendigt uden at
skulle bevise seetningen igen.

Tautologierne i Seetning 1.3.1 involverer kun negation, konjunktion og disjunktion. Her er
yderligere tre, der er seerdeles nyttige, som involverer implikation og biimplikation.

Seaetning 1.3.4
Lad P og Q veere logiske udsagn. Da er alle folgende udtryk tautologier.
(P=Q) & (=PVQ) (1.20)
(P=Q) & (-Q= —P) (1.21)
(P&Q) & (P=Q)A(Q=P) (1.22)
P & (-P=F) (1.23)
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Bevis. Ligesom med Seetning 1.3.1 kan disse pastande bevises ved bestemmelse af sandhed-
stabeller for hver af dem. Dette gor vi her for den andennaevnte pastand, og beviser for de
resterende overlades til leeseren:

P|Q|P=Q|-P|-Q|-Q=-P|(P=Q) < (-Q= —P)

T|T T F | F T T
F|T T T | F T T
T|F F F | T F T
F|F T T | T T T

Da den hejre kolonne kun indeholder T’er, konkluderer vi, at (P = Q) < (-Q = —P) eren
tautologi. [

Ligning (1.20) betyder, at en implikation i princippet kan udtrykkes ved hjeelp af negation og
disjunktion. Ligning (1.21) kaldes kontraposition. Dette betyder, at hvis man vil bevise, at Q er
en logisk konsekvens af P, er det nok at vise, at =P er en logisk konsekvens af ~Q. Lad os se
et lille eksempel pa kontraposition.

Eksempel 1.3.5
Overvej pastanden, at der for vilkarlige reelle tal x og y geelder, at

(x-y=0)= ((x=0)V(y=0)).

Denne pastand er sand, og for en gangs skyld er malet ikke at bevise den. Vi ensker blot at
undersoge, hvad kontrapositionen af en sddan pastand er.

Forst og fremmest er den givne pastand et logisk udsagn af formen P = Q, hvor P er
ligningen x - y = 0 og Q udsagnet (x = 0) V (y = 0). Med ord kan implikationen P = Q
formuleres sdledes: hvis ligningen x - y = 0 geelder for nogle reelle tal x og v, sd er x = 0 eller
y=0.

Hvad er kontrapositionen af dette? Ligning (1.21) forteeller, at kontrapositionen er
—Q = —P. Oversat til vores eksempel bliver den sggte kontraposition dermed

~((x=0)V(y=0)) = ~(x-y=0).

Dette kan dog reduceres en smule. Forst og fremmest kan —(x -y = 0) omskrives til
x -y # 0. Desuden kan vi ved hjeelp af Ligning (1.12), en af De Morgans love, omskrive
=((x=0)V (y=0))til =(x = 0) A =(y = 0), hvilket igen kan skrives som (x # 0) A (y # 0).
Derfor kan kontrapositionen af

(x-y=0)=(x=0)V(y=0)

skrives som
(x #0)A(y #0)) = (x-y #0),
Sagt i ord: kontrapositionen af udsagnet “hvis x - y = 0, sd er x = 0 eller y = 0” er simpelthen
“hvisx #0o0gy #0,sderx-y #0”.
Denne sidstneevnte pdstand er en sand pédstand, da den er logisk aekvivalent med den
sande pastand, vi startede med i dette eksempel.
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Ligning (1.22) siger, at to logiske udsagn er logisk aekvivalente, netop hvis de er logiske
konsekvenser af hinanden. Ganske ofte er det lettere at vise, at P = Q og Q = P er sande
hver for sig, end at vise direkte, at P < Q er sand. Ogsa Ligning 1.23 benyttes af og til til
at bevise logiske udsagn: i stedet for at vise, at P er sandt, antager man, at P er falsk, og
prover derefter at opnad en modstrid. Hvis man opnar en modstrid, kan man konkludere, at
—P = F er sand. Ligning (1.23) viser sa, at P dermed ogsa er sandt. Denne metode kaldes et
modstridsbevis.

I senere kapitler vil vi regelmaessigt benytte Ligningerne (1.21), (1.22) og (1.23), ndr forskellige
matematiske udsagn undersoges. I naeste afsnit vil vi desuden vise anvendelser af logik i
matematikken.

1.4 Anvendelsen af logik i matematikken

Logik kan hjeelpe, ndr matematiske problemstillinger skal loses, og nar det matematiske
reesonnement skal tydeliggores. I dette afsnit giver vi en reekke eksempler pad dette.

Eksempel 1.4.1

Sporgsmal: Bestem alle reelle tal x, sdledesat —x < 0 < x —1.
Svar: —x < 0 < x — 1 er faktisk en forenklet udgave af det logiske udsagn

—x<0 A 0<x-1.

Den forste ulighed er logisk eekvivalent med uligheden x > 0, mens den anden er aekvivalent
med x > 1. Derfor er et reelt tal x en losning, hvis og kun hvis

x>0 A x>1.

Svaret er derfor alle reelle tal x, sdledes at x > 1.

Eksempel 1.4.2

Spergsmal: Bestem alle reelle tal x, siledes at 2|x| = 2x + 1. Her betegner |x| absolutveerdien
af x.

Svar: Hvis x < 0, sd er |[x| = —x, mens hvis x > 0, sé er |x| = x. Derfor er det praktisk
at overveje tilfeeldene x < 0 og x > 0 hver for sig. Mere formelt har vi felgende sekvens af
logisk eekvivalente udsagn:
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2]x| =2x+1

g

2x| =2x+1 AN (x<0 VvV x>0)

=

(2lx|=2x+1 A x<0) Vo (2x]=2x+1 A x>0)
=

(=2x=2x+1 A x<0) Y 2x=2x+1 A x2>0)
=

(-4x=1 A x<0) v (0=1 A x>0)

=

(x=-1/4 N x<0) v (F AN x>0)

Aad

x=-1/4 VvV F

=

x=-1/4

Den eneste losning til ligningen 2|x| = 2x + 1 er derfor x = —1/4.

Eksempel 1.4.3

Spergsmal: Bestem alle ikke-negative reelle tal, séledes at /x = —x.
Observation: Det er fristende at oplefte begge sider i anden potens, hvilket ville resultere
i x = x2, og derefter konkludere, at x = 0 og x = 1 er lesningerne til ligningen \/x = —x.
x = 0 er ganske rigtigt en losning, men x = 1 er faktisk ikke, da v/1 # —1. Hvad gik galt?
Svar: Reesonnementet ovenfor viser, at hvis x opfylder ligningen /x = —x, sé er x = x2,
hvilket igen medferer, at x = 0 eller x = 1. Derfor er felgende udsagn helt korrekt:

(Vx=—-x)= (x=0Vx=1).

I den forstand gik intet galt, og enhver losning til ligningen /x = —x skal ganske rigtigt
veere enten x = ( eller x = 1. Hvad der kan forvirre, er, at dette slet ikke betyder, at x = 0 og
x = 1 begge er losninger til ligningen \/x = —x. Dette ville nemlig svare til udsagnet

(x=0vVx=1)= (vVx=—x),

hvilket ikke er, hvad vi har vist, og faktisk er det ikke sandt. For at lese opgaven, skal vi blot
eftertjekke, om de fundne potentielle losninger x = 0 og x = 1 virkelig er losninger. Vi far da,
at x = 0 er den eneste losning.

1.5 Epilog: det logiske problem om etiketter og krukker

Lad os vende tilbage til problemet med krukker og etiketter fra forste afsnit.
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Eksempel 1.5.1

Lad os ved P; (A) betegne udsagnet, at den venstre krukke har den sande etiket “Zbler”. P&
samme mdde kan vi ved P; (B), henholdsvis P; (P), betegne udsagnet, at den venstre krukke
har den sande etiket “Begge”, henholdsvis “Peerer”. Vi ved sa, at P;(B) V P;(P) altid er sandt,
da den venstre krukke ikke kan have etiketten “/ZEbler”. Ligeledes kan vi for den midterste
krukke introducere P»(A), P»(B) og P»(P) som betegnelser for udsagnene, at den midterste
krukke har den sande etiket “Zbler”, “Begge” eller “Peerer”, og konkludere, at P,(A) V P,(P)
er et sandt udsagn. Igen for den hgjre krukke far vi, at P;(A) V P3(B) er et sandt udsagn. Vi
konkluderer, at

(PL(B) V P1(P)) A (Pa(A) V Pa(P)) A (P3(A) V P3(B)) (1.24)

altid er sandt. Ved anvendelse af Ligning (1.7) gentagne gange kan vi omskrive dette til det
logisk aekvivalente udsagn

(PL(B) AP2(A)AP3(A)) VvV (Pi(B)AP(A)AP3(B)) V
(P1(B) AP (P)APs(A)) vV (Pi(B)APy(P)AP3(B)) V
(PL(P) APy(A)AP3(A)) VvV (Pi(P)AP(A)AP3(B)) V
(PL(P) APy (P)APs(A)) vV (Pi(P)APa(P) AP3(B)).

Dette udsagn er stadig sandt, da det er logisk aekvivalent med udsagnet fra Ligning 1.24. Da
vi ved, at hver etiket skal anvendes netop én gang, kan et udsagn som P;(B) A P,(A) A P3(A),
hvor den samme etiket optreeder to gange, ikke veere korrekt, hvilket vil sige, at det er
en modstrid. Da disjunktion absorberer modstridigheder, hvilket Ligning (1.16) viser,
konkluderer vi derfor, at

(PL(B) A Pa(P) AP3(A)) V. (P1(P) A Py(A) APs(B)) (1.25)

nedvendigyvis altid er sandt.

Dette viser, at der kun er to mulige korrekte mdder at maerke krukkerne pd. Dette er
ganske nyttig viden, da vi ikke har trukket frugt endnu! Lad os nu undersoge, hvad effekten
af at treekke fra en krukke er. Hvis vi treekker fra den venstre krukke, leerer vi ikke meget om
etiketten pa den krukke. Da den sande etiket er “Begge” eller “Paerer”, ved vi, hvis vi treekker
et aeble fra den, at den sande etiket ikke kan veere “Paerer”, men hvis vi traekker en peere
fra den, kunne den sande etiket stadig veere “Begge” eller “Peerer”. Ligeledes kan et treek
fra den hejre krukke heller ikke med sikkerhed fastsla krukkens sande etiket. Situationen
er anderledes for den midterste krukke. Da den sande etiket pa den midterste krukke er
“Ebler” eller “Peerer”, ved vi, at hvis vi treekker et @ble fra den, kan dens sande etiket ikke
veere “Peerer”. I det tilfeelde vil etiketten skulle veere “Zbler”. Ligeledes, hvis vi treekker en
peere fra den midterste krukke, er dens sande etiket “Peerer”. Vi er dermed kommet frem til
folgende losningsmetode til problemet:

Losning:

Trin 1: Traek fra den midterste krukke. Da vi ved, at alle etiketter er forkerte, indeholder
den midterste krukke, der har etiketten “Begge”, enten kun aebler eller kun peerer. Hvis vi
treekker et aeble fra den midterste krukke, kan vi konkludere, at den korrekte etiket skulle have
veeret “ZEbler”, mens vi, hvis vi treekker en peere fra den midterste krukke, kan konkludere,
at den korrekte etiket skulle have veeret “Paerer”.
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Trin 2: Vi ved, at det logiske udsagn i Ligning 1.25 altid er sandt. Dette medferer, at
hvis vii trin 1 fandt den korrekte etiket for den midterste krukke til at vaere “/Zbler”, sa er
P;(P) A P,(A) A P3(B) sandt, mens hvis den korrekte etiket pa den midterste krukke blev
identificeret som “Peerer” i trin 1, sa er P;(B) A P,(P) A P3(A) sandt.

Konklusion: Vi behover kun at treekke én gang! Derefter kan vi placere alle tre etiketter
korrekt. Desuden har vi fundet frem til en simpel, trinvis procedure til at bestemme den
korrekte meerkning. Dette er et eksempel pa, hvad man kalder en algoritme. Vi kan opskrive
proceduren som en computer-algoritme som felger:

Algoritme 1 Etiketidentifikator

1: Treek fra krukken meerket “Begge”, og betegn resultatet ved R.
2: if R = @ble then

3 Identificér etiketterne pa krukkerne som “Peaerer”,”ZEbler”,”Begge”,
4: else

5 Identificér etiketterne pa krukkerne som “Begge”,”Peerer”,” ZAbler”.

Bemeerk, at vi i pseudo-kode som her fastholder klassiske engelske betegnelser for
kodespecifikke udtryk sa som if-then-else-betingelser.

Der findes adskillige gader af denne type. Her er endnu en. Du er velkommen til at prove at
lose den selv, for du leeser losningen.

Eksempel 1.5.2

En politibetjent undersoger et indbrud og har kunnet indsneevre antallet af misteenkte til tre.
Betjenten er helt sikker p4, at en af disse tre har begdet forbrydelsen, og at gerningsmanden
arbejdede alene. Under atheringerne kommer de tre misteenkte hver iseer med folgende
udtalelser:

Mistenktl: “Misteenkt2 gjorde det”;
“Jeg var der ikke”;
“Jeg er uskyldig”
Misteenkt2: “Mistenkt3 er uskyldig”;
“Alt, hvad Mistenktl sagde, er logn”;
“Jeg gjorde det ikke”
Mistenkt3: “Jeg gjorde det ikke”;
“Misteenkt] lyver, hvis han sagde, at han ikke var der”;
“Misteenkt2 lyver, hvis han sagde, at alt, hvad Mistenkt1 sagde, er logn”

Forvirret gér politibetjenten til sin chef, politikommisseeren. Politikommisseeren siger: “Jeg
kender disse mistenkte ret godt, og hver eneste af dem lyver altid mindst én gang i deres
udtalelser.” Kan du hjeelpe politibetjenten med at finde ud af, hvilken misteenkt der er skyldig
i indbruddet?

Lesning: Lad os introducere nogle logiske udsagn for at kunne analysere situationen. Forst og
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fremmest er P; udsagnet “Misteenkt1 gjorde det”, og pa samme made star P, for “Mistaenkt2
gjorde det” og P; for “Misteenkt3 gjorde det”. Med denne notation pa plads har vi, at

PV P,V P

er sandt, da politibetjenten er helt sikker pd, at en af de tre misteenkte begik indbruddet.
Lad os nu analysere udtalelserne fra de misteenkte:

Udtalelse fra Misteenkt1:

“Mistaenkt2 gjorde det”; dette er bare P,
“Jeg var der ikke”; vi kalder dette Ry
“Jeg er uskyldig”; dette svarer til =Py

Lad os tage politikommissaerens input med i overvejelserne: alle tre misteenkte har lojet
mindst én gang i deres udtalelser. Altsa lyver Misteenktl om mindst én af sine tre pastande,
hvilket betyder, at =P, V =Ry V —=(—P;) er et sandt udsagn. Ved hjelp af Ligning (1.11),
konkluderer vi, at ogsa

-P,V-R; VP

er et sandt udsagn.

Udtalelse fra Misteenkt?2:

“Misteenkt3 er uskyldig”; dette er —P3
“Alt, hvad Misteenkt] sagde, er logn”; dette svarer til =P, A =Ry A Py
“Jeg gjorde det ikke”; dette er =P

Lad os igen inddrage politikommisserens input. For Misteenkt2 far vi, at P3 V =(=P, A =Ry A
Py) V P, er et sandt udsagn. Man kan reducere dette udtryk ved hjeelp af Seetning 1.3.1. Forst
og fremmest er udsagnet —(—P, A =Ry A Py ) logisk eekvivalent med —(—=P,) V =(=R1) V =P;),
som igen er logisk eekvivalent med P, V Ry V —P; ifelge Ligning (1.11). Erstattes dette med det
oprindelige udsagn, ser vi, at P3 V (P, V Ry V =P;) V P, er et sandt udsagn. Ved at reducere
P, V P, til P, ved brug af Ligning (1.2) far vi, at ogsa

PV P,V R VAP

er et sandt udsagn.

Udtalelsen fra Misteenkt3 er lidt indviklet, sd for vi samler hans udsagn i en tabel, tager vi
et kig pa hans to sidstneevnte udsagn. Andennaevnte udsagn fra Misteenkt3 er, at “Misteenkt1
lyver, hvis han sagde, at han ikke var der”. Med andre ord: “Misteenkt] var der ikke” =
“Misteenkt] lyver”. Men politikommisseeren har allerede fortalt os, at udsagnet “Misteenktl
lyver” altid er sandt. Dette betyder, at implikationen “Misteenkt] var der ikke ” = “Misteenkt1
lyver” er et sandt udsagn. Ligeledes er det tredje udsagn fra Misteenkt3, at “Misteenkt2 lyver,
hvis han sagde, at alt, hvad Misteenkt1 sagde, er logn”, sandt. Derfor giver det andet og tredje
udsagn fra Misteenkt3 os ikke nogen information, som vi ikke allerede vidste.
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Udtalelse fra Misteenkt3:

“Jeg gjorde det ikke”; dette er ~Ps3
“Mistaenkt] lyver, hvis han sagde, at han ikke var der”;

“Misteenkt2 lyver, hvis han sagde, at alt, hvad Misteenktl sagde, er logn;

Lad os for tredje gang overveje politikommissaerens input. Forst og fremmest medferer dette
input, at andet og tredje udsagn fra Mistaenkt3 er sande, da vi ved, at Misteenkt1 og Mistaenkt2
lyver. Da Misteenkt3 ifolge samme input fra politikommissaeren loj, konkluderer vi, at —P3
ma veere en logn. Med andre ord, P; ma veere sandt.

Samler vi det hele, har vi nu bestemt, at folgende alle er sande: P; V P, V P3, =P, V =Ry V Py,
P;V P, V Ry V =Py, P5. Det faktum, at Ps er sandt, medforer straks, at den eneste mulighed
er, at Misteenkt3 har begdet indbruddet, og at Misteenktl og Misteenkt2 som felge heraf er
uskyldige. Men vi ber stadig kontrollere, om alle de andre udsagn i dette tilfeelde rent faktisk
er sande. Hvis ikke, ville dette betyde, at der ikke findes nogen lesning, og at politibetjenten
eller politikommisseeren tager fejl. Forst og fremmest, hvis P; antager veerdien T, sa vil
PiV P,V Ps0g P3V P,V Ry VP veere sande jevnfer definitionen af disjunktion. Dette
efterlader =P, V =Ry V P;. Da Mistenkt2 er uskyldig, antager P, veerdien F, og som en
konsekvens heraf antager —P, veerdien T. Derfor er =P, V =R; V P; et sandt udsagn. Dette
betyder, at der ikke er nogen modstrid. Politiet bor anholde Misteenkt3!
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