Il Kapitel 3

Komplekse tal

3.1 Introduktion til de komplekse tal

I dette kapitel introducerer vi meengden af komplekse tal, almindeligvis betegnet C. De
komplekse tal viser sig ekstremt nyttige, og ingen forsker eller ingenior kan undveere
dem i den moderne videnskab. Lad os ferst tage et kort kig pd nogle andre talmaengder

i matematikken. De naturlige tal N = {1,2,3,...} har, som deres navn antyder, en
meget naturlig fortolkning: de dukker op, ndr man vil telle ting. Heltallene Z =
{-..,—2,-1,0,1,2,...} kom frem, da forskelle mellem naturlige tal skulle beskrives. I

Eksempel 2.1.4 s vi desuden meengden af rationale tal Q bestdende af broker af heltal.

Man kunne fa den tanke, at maengden af rationale tal Q indeholder alle de tal, man nogensinde
ville kunne fa brug for, men det er ikke tilfaeldet. For eksempel viser det sig, at ligningen
z2 = 2 ikke har en losning i Q. I stedet for blot at acceptere, at en sddan ligning ikke har nogen
losninger, udvidede matematikere meengden af rationale tal Q til meengden af reelle tal R.
Inden for R har ligningen z? = 2 to lesninger, nemlig v/2 og —v/2. Meengden R er meget stor
og indeholder mange interessante tal, sdsom e, grundlaget for den naturlige logaritme, og 7.
Ofte repreesenteres de reelle tal R som en ret linje, som vi vil kalde den reelle tallinje. Ethvert
punkt pa den reelle tallinje repreesenterer et reelt tal (se Figur 3.1).

Figur 3.1: Den reelle tallinje.

Igen havde man i nogen tid den tanke, at meengden af reelle tal R ma indeholde alle tal,
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man nogensinde ville kunne fa brug for. Men hvad med en ligning som z? = —1? Indenfor
mengden af reelle tal har denne ligning tydeligvis ingen lesninger. Vi er havnet i samme
situation som tidligere med ligningen z> = 2, fra for de reelle tal blev introduceret. Lad
os derfor forsoge at finde frem til en meengde af tal, der er endnu storre end R, og som
indeholder en lgsning til ligningen z> = —1. En umiddelbar tanke vil veere at tillade v/—1
som en losning til z2 = —1. Oftest benyttes dog i stedet symbolet i. Derfor ensker vi, at

i> = —1. Med dette in mente definerer vi nu de komplekse tal som felger.

Definition 3.1.1
Meaengden C af komplekse tal defineres som:

C={a+bi|labeR}.

Det komplekse tal i opfylder reglen
2
©=-1

Udtrykket a + bi skal blot opfattes som et polynomium i variablen i. Derfor geelder der for
eksempel, at a + bi = a + ib. Det gor heller ingen forskel at skrive a + b - i fremfor a + bi.
Dermed har vi for alle a, b € R:

a+bi=a+b-i=a+i-b=a+ib.

Slutteligt betegner a + bi nojagtigt det samme komplekse tal som bi + 4, praecis som vi ville
behandle polynomier.

For ethvert a,b,c,d € R er de to komplekse tal a 4 bi og ¢ + di ens, hvis og kun hvis a = c,
og b = d. Hvis a = 0, vil man typisk reducere 0 + bi til bi, altsd 0 + bi = bi. Ligeledes, hvis
b = 0, skriver man typisk a i stedet for a + 0i. Endelig, hvis b = 1, udelades ofte 1 foran i. For
eksempel er 5 4 1i = 5 4 i. Med alle disse notationsrettelinjer pd plads har vi for eksempel, at
i=1=0+1i =0+ 1-i. Mengden af komplekse tal C indeholder maengden af reelle tal IR,
davifora € Rhara =a+ 0i. Med andre ord: R C C. Viharendda R C C,dai € C, mens
i ¢ R.

De komplekse tal kan repraesenteres grafisk, men denne gang som et talplan, der kaldes det
komplekse talplan. Et komplekst tal a + bi repreaesenteres af punktet (a,b) i dette talplan. Dette
betyder, at tallet i har koordinaterne (0,1) og derfor vil ligge pa andenaksen. Tallet i samt
andre eksempler pa komplekse tal er indtegnet i det komplekse talplan i Figur 3.2.

Akserne i det komplekse talplan gives seerlige navne. Den vandrette akse kaldes den reelle
akse eller blot realaksen, da alle reelle tal ligger pa den. Faktisk vil et tal pd den reelle akse i det
komplekse talplan veere pd formen a + 0i for ethvert a € R.

Den lodrette akse kaldes den imagineere akse eller blot imaginaraksen. Symbolet i er en
forkortelse for ordet imagineer. De tal, der ligger pd den lodrette akse, kaldes rent imaginzre tal.
Udtrykkene “komplekse tal” og “imagineere tal” er historiske og antyder, at videnskabsfolk
har keempet med at forstd disse tal. I dag er de komplekse tal helt standard.



Kapitel 3

[l 3.1 INTRODUKTION TIL DE KOMPLEKSE TAL

Figur 3.2: Det komplekse talplan.
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Koordinaterne for et komplekst tal z € C i det komplekse talplan tildeles ligeledes seerlige
navne. Forstekoordinaten kaldes realdelen af z (betegnet Re(z)), mens z’s andenkoordinat
kaldes imagineerdelen (betegnet Im(z)). Hvis man kender Re(z) og Im(z), kan man opskrive
tallet z, da der geelder, at

z = Re(z) + Im(z)i.

Hvis et komplekst tal z er skrevet pa formen Re(z) + Im(z)i, siges tallet z at veere pa
rektangulaer form. For et givet komplekst tal z kaldes talparret (Re(z), Im(z)) for z’s rektanguleere

koordinater.

Eksempel 3.1.1

Udregn de folgende komplekse tals rektanguleere koordinater:

(@) 2+3i
(b) v2
(c) i

Svar:

(a) Tallet 2 + 3i er pa rektanguleer form. Derfor kan vi afleese real- og imagineerdelen
direkte. Vi har Re(2 + 3i) = 2 og Im(2 + 3i) = 3. Derfor har det komplekse tal 2 + 3i de

rektanguleere koordinater (2, 3).
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(b) Tallet v/2 er et reelt tal, men vi kan betragte det som et komplekst tal, da v/2 = /2 + 0i.
Heraf ser vi, at Re(v/2) = v/2, og Im(1/2) = 0. Alle reelle tal har en imagineerdel lig
med 0. De rektanguleere koordinater for V2 er (\/E, 0).

(c) Tallet i er et rent imagineert tal, og man kunne ogsa skrive i = 04 1-i. Derfor har
vi Re(i) = 0 og Im(i) = 1. Alle rent imaginzere tal har realdelen 0. De rektanguleere
koordinater for i er (0,1).

3.2 Aritmetik med komplekse tal

Nu hvor vi har introduceret de komplekse tal, kan vi begynde vores undersogelse af deres
struktur. Vi er vant til at kunne leegge to tal sammen, traekke dem fra hinanden, gange dem
sammen og dividere dem med hinanden. Det er endnu ikke klart, om sddanne operationer
kan udferes med komplekse tal, men som vi vil se nu, er det naturligvis muligt.

Vi starter med at definere addition og subtraktion.

Definition 3.2.1

Lad a,b,c,d € R, og lad a + bi og c + di veere to komplekse tal i C skrevet pa rektanguleer
form. Da definerer vi:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+4d)i

0g
(a+bi)— (c+di)=(a—c)+ (b—4d)i.

Addition eller subtraktion af to komplekse tal er meget lig addition eller subtraktion af
to polynomier af grad ét (polynomier defineres mere praecist i Definition ??). Man samler
simpelthen de led, der ikke involverer i, og de led, der involverer i. Man kan derfor nemt
huske, hvordan addition skal udferes, ved at tilfoje et mellemliggende trin som folgende:

(a+bi)+ (c+di)=a+bi+c+di
=a+c+bi+di
= (a+c)+ (b+d)i
Subtraktion kan forklares pa en tilsvarende mdde. Grafisk er addition af komplekse tal
meget lig addition af to vektorer i planet, se Figur 3.3. Bemeerk, at (a + bi) + (¢ + di) =

(c+di) + (a+ bi). Nér flere komplekse tal leegges sammen, betyder reekkefolgen, hvori man
leegger disse tal sammen, derfor ikke noget.

Eksempel 3.2.1
Reducér felgende udtryk, og opskriv resultaterne pé rektanguleer form.
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Figur 3.3: Addition af komplekse tal. Det er her illustreret grafisk, at
(3+42i) + (1+4i) = 4+ 6i.
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(34 2i) + (1 + 4i)
(b) (3+2i) — (1+ 4i)
) (5-7i) -
(5—7i) — (=10 + 1)
(B4+2i)+(1+4i)=@B+1)+(2+4)i=4-+6i
(342i) — (1+4i)=B—1)+(2—4)i=2—2i
© (5-7i))—i=5+(-7—1)i=5—8i
(5—7i) —

(d) (5—7i)— (=10+1) = (5— (—=10)) + (=7 — 1)i = 15— 8i

Nu hvor vi har addition og subtraktion af komplekse tal pa plads, tager vi et kig péd deres
multiplikation. Antag for eksempel, at vi vil multiplicere de komplekse tal a + bi og c + di,
hvorom der som seedvanlig geelder 4, b, c,d € R. Lad os se, hvad der sker, hvis vi bare ganger
disse udtryk sammen, mens de opfattes som polynomier i variablen i:

(a+bi)-(c+di)=a-(c+di)+bi-(c+di)=a-cta-di+b-ci+b-di*

Det eneste, vi har gjort indtil nu, er at reducere produktet for at slippe af med parenteserne.
For at komme videre skal vi nu huske p4, at hele pointen med at introducere i var, at det er
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en losning til ligningen z2 = —1. Derfor er i> = —1. Benyttes dette, fas
(a+bi) (c+di)=a-c+a-di+b-ci+b-d-(-1)=(a-c—b-d)+(a-d+b-c)i

Vi ender igen med et komplekst tal! Alt vi havde brug for, var de seedvanlige regneregler (for
at slippe af med parenteserne) samt formlen i> = —1. Lad os derfor ophgje den formel, vi
netop har fundet frem til, som den formelle definition af multiplikation af komplekse tal.

Definition 3.2.2

Lad a,b,c,d € R, og lad a + bi og ¢ + di veere to komplekse tal i C givet pa rektanguleer form.
Vi definerer:
(a+bi) - (c+di)=(a-c—b-d)+ (b-c+a-d)i

Der er ingen grund til at huske ovenstdende definition udenad. Udregning af et produkt af to
komplekse tal pa rektanguleer form kraever blot, at vi husker, hvordan vi opndede formlen: vi
reducerede produktet ved at gange alle led ud og derefter benytte, at i> = —1. Bemeerk, at
(a+bi) - (c+di) = (c+di) - (a + bi), s& reekkefolgen af de komplekse tal betyder ikke noget
i multiplikation. Man siger, at multiplikation af komplekse tal er kommutativ. Vi vil se i Afsnit
3.3, at multiplikationen af to komplekse tal ogsa kan beskrives geometrisk.

Eksempel 3.2.2
Reducér felgende udtryk, og opskriv resultaterne pa rektanguleer form.

(@) (1+2i)-(3+4i)
) (4+i)-(4-1)

Svar:
(a)
(14+2i)(34+4i) = 1-3+1-4i4+2i-3+2i-4i
= 3+44i+6i+ 8%
= 3+10i—8
= —5+10i.
(b)

(441)-(4—i) = 4-4+4-(—)+i-4—4°
= 16—4i+4i— (-1
= 174 0i
= 17.

I dette tilfeelde er resultatet et reelt tal.

Del to af dette eksempel viser, at produktet af to ikke-reelle tal godt kan blive et reelt tal, og
eksemplet er et seertilfeelde af folgende lemma:
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Lemma 3.2.1
Lad a,b € R, og lad z = a + bi veere et komplekst tal pa rektangulaer form. Da geelder der, at

(a+bi)- (a—bi) =a®+ b2

Bevis. Vi har

(a+0bi)-(a—bi) = a-a+a-(—bi)+ (bi)-a—>b-bi*
a* — abi + abi —b* - (—1)
a® + b2

Motiveret af dette lemma introducerer vi folgende:

Definition 3.2.3

Lad z € C veere et komplekst tal og z = a + bi dets rektanguleere form. Da defineres den
komplekst konjugerede af z som z = a — bi. Funktionen fra C til C defineret ved z — Zz kaldes
kompleks konjugering.

Bemeerk, at vi direkte af denne definition ser, at Re(z) = Re(z) og Im(z) = —Im(z). Derfor er
zZ = Re(z) — Im(z)i.
Dermed medforer Lemma 3.2.1, at
z-Z = Re(z)? + Im(z)?. (3.1)

Bemeerk, at denne ligning medferer, at produktet z - Z for ethvert z € C er et reelt tal.

Kompleks konjugering viser sig at veere nyttig, nar division af komplekse tal skal defineres.
Vi vil gerne kunne dividere ethvert komplekst tal med ethvert komplekst tal udover nul.
Bemezerk, at vi allerede er i stand til at dividere et komplekst tal a + bi € C med et reelt tal
c € R\ {0}, sa leenge det ikke er nul, ved at definere:

a+bi a b

— = _+_i abeRogceR\{0}.

For at kunne dividere ethvert komplekst tal z; = a 4 bi med ethvert komplekst tal z, = ¢ +-di,
der ikke er nul, kan vi udnytte et trick ved at observere folgende:
a+bi  a+bi c—di (a+bi)-(c—di)

21
[ — . = . 3.2
zy c+di c+di c—di c2 + d? (3.2)

Teelleren pa hejresiden af denne ligning er blot et produkt af to komplekse tal, hvilket vi
allerede er i stand til at handtere. Naevneren er et reelt tal, der ikke er nul, nemlig c + d?, og
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vi ved ogsd nu, hvordan vi dividerer et komplekst tal med et sddant reelt tal. Lad os sikre os,
at neevneren ¢? + d? ganske rigtigt er et reelt tal men ikke nul. For det ferste er det et reelt tal,
fordi c og d er reelle tal. For det andet kan et reelt tal opleftet i anden ikke blive negativt, altsd
2 >0, og d? > 0. Den eneste made, hvorpa c2 + d? = 0 kan blive opfyldt, er derfor, hvis
bade 2 =0, og d2=0.Mensderc=0 og d = 0, hvilket medforer, at ¢ + di = 0, i modstrid
med vores antagelse om, at vi dividerer med et komplekst tal, der ikke er nul.

Fremgangsmadden i division af et komplekst tal med et komplekst tal er altsd, at hvis z; € C,
og zp € C\{0}, sa kan z;/z, udferes, hvis bade teller og naevner multipliceres med den
komplekst konjugerede af z5, da naevneren sd bliver z; - 25, hvilket er et reelt tal. Ligning (3.2)
giver os derfor mulighed for at dividere med komplekse tal, der ikke er nul. Et seertilfeelde af
Ligning (3.2) er folgende:

1 1 c—di c—di c d

ct+di c+di c—di P+ 8 2+d 2+d”

(3.3)

Lad os se pa nogle eksempler.

Eksempel 3.2.3
Reducér felgende udtryk, og skriv resultaterne pa rektanguleer form.
(@ 1/(1+1)

1+2i
3+ 4i

(b)

Svar:

(a) Bemaerk, at 1/(1 + i) bare er en anden made at skrive 1%1 pa. Derfor far vi ved brug af
Ligning (3.2), eller alternativt Ligning (3.3):
1-(1—1) 1—i 1—-i 1 1

1/(1+1) = I+i)-1—i) 12+12 2 =72 2"

(b) Ved hjeelp af Ligning (3.2) far vi
142  (1+2i)(3—4i) 3—4i+6i—8i°

3+4i (3+4i)(3 — 4i) 3?2 + 42

3+42i+8 1142 11, 2.

9+16 25 =255

Lad os samle nogle forskellige egenskaber for multiplikation og addition i en seetning. Vi vil
ikke bevise seetningen; flere af udsagnene er faktisk allerede vist i det foregdende.
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Seetning 3.2.2

Lad C vere meaengden af komplekse tal, og lad z1,22,z3 € C veere valgt vilkdrligt. Da er
felgende egenskaber opfyldt:

(i) Addition og multiplikation er associative: z; + (zo +23) = (21 +22) + 2308 21 - (22-23) =
(z1-22) - z3.

(ii) Addition og multiplikation er kommutative: z; + zp = zp + 21 0g z1 - 220 = 22 - 21.

(iii) Der geelder distributivitet af multiplikation over addition: z; - (z2 +23) = z1 - 22 + 21 - z3.
Yderligere har man for komplekse tal, ligesom for de reelle tal, folgende egenskaber:

Seetning 3.2.3

(i) Addition og multiplikation har et neutralt element: elementerne 0 og 1 i C opfylder
z+0=zogz-1=zforallez € C.

(ii) Additivt inverse eksisterer: for ethvert z € C findes der et element i C, betegnet —z,
kaldet den additivt inverse af z, sdledes at z + (—z) = 0.

(ili) Multiplikativt inverse eksisterer: for ethvert z € C\ {0} findes der et element i C,
betegnet z~! eller 1/z, kaldet den multiplikativt inverse af z, sdledes atz -z~ ! = 1.

Bemeerk, at punkt to og tre i Seetning 3.2.3 garanterer eksistensen af additivt og multiplikativt
inverse. Det angives dog ikke, hvordan man bestemmer disse inverse. Men faktisk har vi
allerede set, hvordan man kan bestemme dem. Vi opstiller i folgende eksempel regnemetoden
algoritmisk ved at nedskrive den preecise metodik til beregning af —z og 1/z i pseudo-kode:

Eksempel 3.2.4

En mulig algoritme, der udregner —z for et givet komplekst tal z, kan beskrives som felger:
Begynd ved at skrive z pa rektanguleer form, altsa find a,b € R, sdledes at z = a + bi. Derefter
er —z = —a — bi. I pseudo-kode:

Algoritme 4 til udregning af “den additivt inverse af z € C”.

Input: z € C
1: a < Re(z)
2: b+ Im(z)
3: return —a — bi

For at udregne 1/z ger vi brug af Ligning (3.3). Bemeerk, at 1/z ikke eksisterer, hvis z = 0.
Derfor tjekker algoritmen forst, om z = 0.
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Algoritme 5 til udregning af “den multiplikativt inverse af z € C”.

Input: z € C
1: if z = 0 then
2 return “0 har ingen multiplikativt invers!”
3: else
4 ¢ < Re(z),
5 d < Im(z),
6 N « 2 +d?,
7 return § — %i.

3.3 Modulus og argument

Vi har set i Afsnit 3.1, at et komplekst tal z kan bestemmes entydigt ved dets realdel Re(z)
og dets imagineerdel Im(z), da der for ethvert z € C geelder, at z = Re(z) 4 Im(z)i. Vi kaldte
talparret (Re(z),Im(z)) for z’s rektanguleere koordinater. I dette afsnit vil vi introducere en
anden mdde at beskrive et komplekst tal pd. Givet et komplekst tal z kan vi tegne en trekant i
det komplekse talplan med hjerner i de komplekse tal 0, Re(z) og z (se Figur 3.4). Afstanden
fra z til 0 kaldes modulus eller absolutveerdien af z og betegnes |z|. Vinklen fra den positive del
af den reelle akse til vektoren fra 0 til z kaldes argumentet for z og betegnes arg(z).

Vi vil altid angive et argument (faktisk enhver vinkel) i radianer. Da vinklen 27t betegner en
fuld omdrejning, kan man altid tilfeje et heltalsmultiplum af 27 til en vinkel. For eksempel
kan vinklen —7/4 ogsa angives som 77 /4, da —m/4 + 2 = 77t/4. Af denne grund siger
man, at argumentet for et komplekst tal kun er bestemt op til et multiplum af 27r. Et udtryk
som “arg(z) = 57t /4” skal derfor leeses som: “57t/4 er et argument for z”. Det er altid muligt
at finde et argument for et komplekst tal z i intervallet | — 77, 77]. Denne veerdi kaldes typisk
tallets hovedarqument og betegnes Arg(z).

R el 1
3
N

o

Figur 3.4: Modulus og argument af et komplekst tal z.

Fra Figur 3.4 kan vi udlede, at

Re(z) = |z|cos(arg(z)) og Im(z) = |z|sin(arg(z)). (34)
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Givet |z| og arg(z) kan vi derfor bestemme z’s rektanguleere koordinater. Dette betyder, at
talparret (|z|, arg(z)) fuldsteendigt bestemmer det komplekse tal z, da

z = |z| (cos(arg(z)) + sin(arg(z))i). (3.5)

Talparret (|z|, Arg(z)) kaldes de polere koordinater for et komplekst tal z € C. Huvis et
komplekst tal z er skrevet pa formen z = r (cos(a) +isin(a) ), hvor r er et positivt, reelt tal,
gelder der, at |z| = r, og arg(z) = a. Desuden, hvis « €] — 71, 71|, sd er Arg(z) = a. Vi kan
igen fra Figur 3.4 udlede, at

|z| = \/Re(z)2 +Im(z)? og tan(arg(z)) = Im(z)/Re(z), hvisRe(z) #0.  (3.6)

Denne ligning er noglen til at bestemme et tals poleere koordinater ud fra dets rektanguleere
koordinater. Mere praecist, ved brug af den inverse tangensfunktion arctan, som diskuteres i
underafsnit 2.3, har vi felgende:

Seetning 3.3.1
Hvis et komplekst tal z, der er forskelligt fra nul, har de poleere koordinater (7, a), sd er

Re(z) =rcos(a) og Im(z) = rsin(a).
Omvent, hvis et komplekst tal z, der er forskelligt fra nul, har de rektanguleere koordinater

(a,b),sé er:

arctan(b/a) hvisa > 0,

/2 hvisa =00gb > 0,
z| = Va2 +b? og Arg(z) = arctan(b/a) + 7 hvisa < 0ogb >0,
—7/2 hvisa=00gb <0,

arctan(b/a) —m  hvisa <0ogb < 0.

Bevis. Givet de polere koordinater for z kan vi benytte Ligning (3.4) til at bestemme dets
rektanguleere koordinater. Omvendt, givet de rektanguleere koordinater (a,b) for z far vi
fra Ligning (3.6), at |z| = Va? + b2 Hvis a = 0, ligger tallet z pa den imagineere akse. I
et sddant tilfeelde har vi, at Arg(z) = /2, hvis b > 0, og Arg(z) = —n/2, hvis b < 0.
Hvis a # 0, geelder der ifolge Ligning (3.6), at tan(Arg(z)) = b/a. Derfor geelder der da, at
Arg(z) = arctan(b/a) + nm for et heltal n € Z. Huvis z ligger i forste eller fjerde kvadrant,
ligger Arg(z) iintervallet | — 71/2, 7t/2[. I det tilfeelde far vi derfor, at Arg(z) = arctan(b/a).
Hvis z ligger i anden kvadrant, ligger dets argument i intervallet |77/2, 7r]. Derfor far
vi da, at Arg(z) = arctan(b/a) + 7. Ligeledes, hvis z ligger i tredje kvadrant, far vi, at
Arg(z) = arctan(b/a) — 7. O

Modulus kan forstds som en funktion f : C — R, hvor f(z) = |z|. Den spiller en lignende
rolle for de komplekse tal som absolutveerdifunktionen i Eksempel 2.2.7. Hvis z = a + 0i er
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et reelt tal, geelder der, at |z| = v/a? 4 0%, hvis vi anvender modulusfunktionen. Men vi har
ogsd, at Va2 = |a|, hvor |a| her betegner absolutveaerdien af et reelt tal. Derfor er modulus, nar
den udregnes af et reelt tal 2, nojagtigt det samme som absolutveerdien af a. Dette forklarer,
hvorfor det giver mening at benytte notationen |a| bdde for den seedvanlige absolutveerdi af
et reelt tal samt for modulus af et komplekst tal. Faktisk kaldes |z| ofte ogsé absolutveerdien
af et komplekst tal. Bemeerk slutteligt, at |z|> = Re(z)? + Im(z)? = z - Z, hvilket er den sidste
lighed, der folger af Ligning (3.1).

Formlen for argumentet af et komplekst tal a + bi afheenger af, i hvilken kvadrant i det
komplekse talplan tallet ligger (se Figur 3.5).

%
2. kvadrant: 1. kvadrant:
arg(z) = arctan(b/a) + 7 arg(z) = arctan(b/a)
3. kvadrant: 4 kvadrant:
arg(z) = arctan(b/a) — 7 arg(z) = arctan(b/a)
7T
2

Figur 3.5: Formler for argumentet af z = a + bi.

Eksempel 3.3.1
Bestem de poleere koordinater for folgende komplekse tal.

(a) 4i

(b) =7
(c) 3+3i
(d) —2—5i

Svar: Vi kan bestemme modulus og argument ved hjeelp af Seetning 3.3.1. Figur 3.5 er nyttig,
ndr vi udregner argumentet. Derfor plotter vi forst de fire givne komplekse tal i det komplekse
talplan.
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34 3i
3i | °

2i |

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
il
—2i
—3i
—4i |

—2 -5
° —5i |

(@) |4i] = |0+ 4i] = V02+4> = 4 og Arg(4i) = /2. Derfor har 4i de poleere
koordinater (4, 7t/2).

®) | -7 =+/(-7)2+02=7 og Arg(—7) = arctan(0/(—7)) + 7t = 7. Derfor har —7

de poleere koordinater (7, 7).

(©) |3+3i] =v32+32=3y2 og Arg(3+3i) = arctan(3/3) = 71/4. Derfor har 3 + 3i
de poleere koordinater (3v/2, 7t/4).

(d) | —2-5i| = /(=22 + (-5)> = V29
08
Arg(—2 — 5i) = arctan((—5)/(—2)) — mw = arctan(5/2) — 7. Derfor har —2 — 5i de
poleere koordinater (1/29, arctan(5/2) — 7).

Eksempel 3.3.2
De folgende poleere koordinater er givet. Bestem de tilsvarende komplekse tal, og skriv dem
pa rektanguleer form.

(@) (2,7/3)

(b) (10, 7)

(© (4,—m/4)

(d) (2v/3,—271/3)
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() (3,2)

Svar: Vi benytter Ligning (3.5) til at bestemme de komplekse tal z, der svarer til de givne
poleere koordinater. Derefter udtrykker vi disse komplekse tal pa rektanguleer form.

(@) z=2-(cos(rt/3) +sin(rr/3)i) =2 (1/2++/3/2i) = 1+ /3i.

(b) z = 10- (cos(r) + sin(7)i) = —10 4 0i = —10.

(c) z=4 (cos(—7/4) +sin(—m/4)i) = 4- (v/2/2 — V2/2i) = 23/2 — 21/2i.

(d) z =2v3- (cos(—27/3) +sin(—27/3)i) = 2v/3- (—=1/2 — /3/2i) = —/3 — 3i.
(e) z=3- (cos(2) +sin(2)i) = 3cos(2) + 3sin(2)i.

3.4 Den komplekse eksponentialfunktion

Som vi har set, kan mange udregninger, der kan udferes med reelle tal, s4 som addition,
subtraktion, multiplikation og division, ogsa udferes med komplekse tal. Vi kommer i dette
afsnit til at se, at ogsé eksponentialfunktionen exp : R — RR~, hvor exp(t) = ¢/, kan defineres
for komplekse tal. Dette kaldes den komplekse eksponentialfunktion.

Definition 3.4.1

Lad z € C vaere et komplekst tal, hvis rektanguleere form er givet ved z = a + bi for vilkarlige
a,b € R. Da definerer vi
e“ =e" - (cos(b) + sin(b)i).

Den komplekse eksponentialfunktion betegnes typisk ogsa exp. Denne gang er funktionens
definitionsmeengde dog C. Mere preecist er den komplekse eksponentialfunktion funktionen
exp : C — C. Bemeerk, at hvis z er et reelt tal, det vil sige z = a + 0i, sd er & =
e - (cos(0) +sin(0)i) = e”. Den komplekse eksponentialfunktion giver derfor nojagtig
det samme, som den seedvanlige eksponentialfunktion ville have givet, nar den evalueres i et
reelt tal. Derfor giver det mening at betegne bade eksponentialfunktionen exp : R — R og
den komplekse eksponentialfunktion exp : C — C med samme symbol exp.

Eksempel 3.4.1
Skriv felgende udtryk pa rektanguleer form:

(@) &
(b) elti
(C) e

(d) en@+in/4 (yed In menes der logaritmen med grundtal e)
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(e) eZm’

Svar: Vi benytter Definition 3.4.1 og reducerer, indtil vi opnar den enskede rektanguleere
form.

(a) Da ¢? er et reelt tal, er det allerede pa rektanguleer form. Hvis vi alligevel benytter
Definition 3.4.1, far vi 2 = ¢**% = ¢2 . (cos(0) + sin(0)i) = €2 - (1 + 0i) = ¢?, hvilket
bekrefter, at e? allerede var pd rektanguleer form. Det er ogsa fint at skrive e = ¢? + 0i
og derefter returnere e? + 0i som svar.

(b) et = el (cos(1) +sin(1)i) = ecos(1) + esin(1)i.
() ™ = 97 = €0 (cos(7r) +sin(7)i) =1+ (—1+0i) = —1.
(d) eln@+im/4 = eIn(2) . (cos(71/4) +sin(rr/4)i) = 2(vV/2/2 4 V/2/2i) = V2 + V/2i.

(e) e¥™ = cos(27) + sin(27)i = 1+ 0i = 1. Bemaerk, at ogsa ¢’ = 1. Dette viser, at den
komplekse eksponentialfunktion ikke er injektiv.

Direkte fra Definition 3.4.1 ser vi, at vi for ethvert z € C har:
Re(e?) = e cos(Im(z)) og Im(e?) = R sin(Im(z)).

Den komplekse eksponentialfunktion har mange egenskaber til feelles med den saedvanlige
reelle eksponentialfunktion. For at vise disse, benytter vi os af felgende lemma.

Lemma 3.4.1
Lad a1,a> € R. Vi har

(cos(aq) + sin(aq)i) - (cos(ag) + sin(ap)i) = cos(ag + az) + sin(ag + ap)i.

Bevis. Ved at gange parenteserne ud kan vi beregne real- og imagineerdelen af produk-
tet (cos(aq) + sin(aq)i) - (cos(az) + sin(az)i). Det viser sig, at realdelen er givet ved
cos(a1) cos(az) — sin(aq) sin(az) og imaginaerdelen ved cos(aq) sin(ay) + sin(a;) cos(az). Ved
at benytte additionsformlerne for cosinus- og sinusfunktionerne folger lemmaet. O

Seetning 3.4.2
Lad z, z1 og zo veere komplekse tal og n et heltal. Da geelder der, at

e #0

1/e* =e*
%% — ezlJrzz
o4 /822 — A1~ 22

(eZ)i’l — eVlZ



Kapitel 3 |||| 3.5 EULERS FORMEL 58

Bevis. Lad os vise det tredje punkt: e1e®2 = ¢*1 722, Forst skrives z1 og z; pé rektanguler form:
z1 = a1 + bii og zp = ap + boi. Derefter far vi, at

el -2 = e" - (cos(by) + sin(by )i) - €™ - (cos(bp) + sin(by)i)
=" . e" . (cos(by) + sin(by)i) - (cos(bz) + sin(by)i)
= eM7%2 . (cos(by) + sin(by)i) - (cos(by) + sin(by)i)
= """ . (cos(by + by) + sin(by + by)i) (ved at benytte Lemma 3.4.1)

a1+ay+(by+by)i z1+2p

=€ =@

3.5 Eulers formel

Den komplekse eksponentialfunktion angiver en forbindelse mellem trigonometri og
komplekse tal. Vi vil udforske denne forbindelse i dette afsnit.

Lad f veere et reelt tal. Formlen
et = cos(t) +isin(t) (3.7)
er kendt som Eulers formel og er en konsekvens af Definition 3.4.1. Den medferer, at
e~ = cos(—t) +isin(—t) = cos(t) —isin(t). (3.8)

Ligningerne (3.7) og (3.8) kan opfattes som ligninger med cos(t) og sin(f) som de ukendte.
Ved at lose for cos(t) og sin(t) far vi:

eit + e—it eit _ e—it

cos(t) = 5 08 sin(t) = (3.9)

Ligning (3.9) kan benyttes til omskrivning af produkter af cos- og sin-funktioner til en sum af
cos- og sin-funktioner (det vil sige, som en sum af rent harmoniske funktioner). Denne type
beregninger forekommer ofte i frekvensanalyse, hvor man forseger at omskrive vilkarlige
funktioner til en sum af rent harmoniske funktioner. Det kan ogsa veere nyttigt til udregning
af integraler over trigonometriske udtryk, som vi ser i folgende eksempel.
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Eksempel 3.5.1

Udregn [ sin(3t) cos(t)dt.

Svar: Vi starter med at benytte identiteterne udledt fra Eulers formel i det foregdende til at
omskrive udtrykket sin(3f) cos(t):

Bt _ i3t it | it Bt _ ,—i3t\ (it 4 ,—it
sin(3t)cos(t):e e et (-t tet)

2i 2 4i
pidt | gi2t _ o—i2t _ it | bt _ ikt gi2t =it
B 4i 2 < 2% T 2 >
sin (4t sin(2t
_sin@n) _sin(21)
Nu far vi
in(4¢ in(2t 4t 2t
/sin(3t) cos(t)dt = / sin(4) I sin )dt = _cos(df) _ cos(2t) +c¢, ceR
2 2 8 4
I Figur 3.6 illustreres identiteten sin(3t) cos(t) = Sin§4t) + Sin£2t) fra eksemplet.
1 |1
RN SN 051 1757\ ~ N
’, \\ N ‘//\ \\\ Y, ‘\‘ N /\ \\\
A \4’ N * 7/ ‘\ \/ A \\ ’
- W A2y O\ L7 W a2y N\ N\
- S\~ o | -~ -\- <~
— sin(3t) cos(t)
--- sin(4t)/2 -1
- - sin(2t)/2
Figur 3.6: Illustration af identiteten sin(3f) cos(t) = Sin§4t) + sm§2t)

En anden anvendelse af Eulers formel er givet i folgende saetning.

Saetning 3.5.1
Lad n € IN veere et naturligt tal. Da geelder folgende formler:

cos(nt) = Re((cos(t) + sin(t)i)")

0g
sin(nt) = Im((cos(t) + sin(t)i)")



Kapitel 3 ||| 3.6 DEN POLARE FORM AF ET KOMPLEKST TAL 60

Bevis. Noglen er folgende ligning:
cos(nt) +sin(nt)i = ™ = ()" = (cos(t) + sin(t)i)".

Seetningen folger ved at udregne real- og imagineerdelene pa begge sider af denne lighed. [

Udtrykkene i denne saetning er kendt som DeMoivres formler. Lad os se pa nogle eksempler.

Eksempel 3.5.2

Udtryk cos(2t) og sin(2f) ved cos(t) og sin(t).

Svar: Ifelge DeMoivres formler for n = 2 har vi cos(2t) = Re((cos(t) + sin(t)i)?) og
sin(2t) = Im((cos(t) + sin(t)i)?). Da

(cos(t) +sin(t)i)? = cos?(t) +2cos(t)sin(t)i + sin®(t)i®
= cos?(t) + 2cos(t)sin(t)i — sin®(t)

= cos’(t) —sin?(t) + 2 cos(t) sin(t)i,

far vi, at
cos(2t) = cos(t)? — sin(t)?

0g
sin(2t) = 2 cos(t) sin(t).

Eksempel 3.5.3

Udtryk cos(3t) og sin(3t) ved cos(t) og sin(t).

Svar: Ifelge DeMoivres formler for n = 3 har vi cos(3t) = Re((cos(t) + isin(t))?) og
sin(3t) = Im((cos(t) + isin(t))%). Efter nogle omskrivninger opnas (cos(t) + isin(t))® =
(cos(t)® — 3 cos(t) sin(t)?) + i(3 cos(t)?sin(t) — sin(t)®). Dermed geelder folgende:

cos(3t) = cos(t)® — 3 cos(t) sin(t)?

08
sin(3t) = 3 cos(t)?sin(t) — sin(t)>.

3.6 Den poleere form af et komplekst tal

Lad r veere et positivt, reelt tal og « et reelt tal. Sa ser vi fra Definition 3.4.1, at 7 - et =
r - (cos(a) + sin(a)i). Som vi har set i og efter Ligning (3.5), har tallet r - e modulus r og et
argument lig med a (se Figur 3.7). Vi kan ogsa omskrive Ligning (3.5) som z = |z|e/8(2),
Denne skrivemdde for et komplekst tal gives et seerligt navn:
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Definition 3.6.1
Lad z € C\ {0} veere et komplekst tal forskelligt fra nul. Da kaldes hejresiden af ligningen

%= [ . ptarg(z)
for den poleere form af z.

Hvis z # 0, kan vi ved brug af z’s polere koordinater (r, «) direkte opskrive z pa poleer form,
nemlig som z = re'®. Omvendt, givet et udtryk af formen z = re’®, hvor r > 0 er et positivt,
reelt tal, og & €] — 71, 7t| er et reelt tal, sa kan vi afleese z’s poleere koordinater til (r,«). Se
Figur 3.7 for en illustration.

o
\

Figur 3.7: Den poleere form af et komplekst tal z.

Eksempel 3.6.1
Skriv felgende komplekse tal pa poleer form:

@) —1+i
(b) 2 +5i
(c) 713
(d) €3 /(=1 +1)

Svar: Man kan for hvert af de givne tal udregne modulus og argument. Nar disse er fundet,
kan tallet skrives pa poleer form.

@@ | -1+4+i|=+1+1=+2o0garg(—1+i) = arctan(1/ — 1) + 7t = 371 /4. Pa poleer form
er tallet dermed givet ved \/2e37/4

(b) |2 +5i] = v/4+25 = /29 og arg(2 + 5i) = arctan(5/2). Vi far derfor, at 2 + 5i har
folgende polaere form: /29¢! aretan(5/2),

(c) ¢’T3 = ¢’¢%. Hojresiden af denne ligning er allerede tallets poleere form, da det er pa
formen re® (med r > 0 og a € R). Vi kan afleese, at modulus af tallet ¢’ *% er lig med ¢’,
mens det har et argument lig med 3.
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(d) Vihar seti forste del af dette eksempel, at —1 4 i = /26374 Ved at fortseette derfra far

vi, at:

7 3i

o743 _ o7 o3 _ & & ie(3*3ﬂ/4)i

—1+1 \/§6i3”/4 \/E eldm/4 ﬁ ’
Det sidste udtryk er den enskede poleere form. Vi kan aflese, at tallet ¢”+% /(—1 + 1)
har modulus e’ /+/2 og argument 3 — 377/4.

7+3i

I eksemplet s& vi, at tallet e’ har modulus ¢’, mens det har et argument lig 3. Generelt

geelder der, at

|ez’ — eRe(z)

og arg(e’) =Im(z). (3.10)

I sidste punkt i Eksempel 3.4.1 sa vi, at den komplekse eksponentialfunktion ikke er injektiv,
da ligningen ¢* = 1 har flere end én lesning, for eksempel bade 0 og 277i. Lad os benytte
det, vi har leert indtil videre, til at undersege mere generelt, hvordan man leser denne type

ligning:

Lemma 3.6.1

Lad w € C veere et komplekst tal. Hvis w = 0, har ligningen ¢* = w ingen losninger. Hvis
w # 0, er losningerne til ligningen e* = w netop z € C pé formen z = In(|w|) + arg(w)i, hvor
arg(w) kan veere ethvert argument for w.

Bevis. Ligning (3.10) medferer, at |¢?| ikke kan vaere nul, da eR¢(?) > 0 for alle z € C. Derfor
har ligningen ¢* = 0 ingen losninger. Antag nu, at w # 0. Hvis ¢* = w, medferer
Ligning (3.10), at |w| = [¢*| = eRe(®) og derfor, at Re(z) = In(|w|). Ligeledes ser vi ved
at benytte anden del af Ligning (3.10), at e* = w medferer, at arg(w) = Im(z). Bemeerk
dog, at der er uendeligt mange mulige veerdier for arg(w), da vi altid kan tilleegge et
heltalsmultiplum af 27r. Indtil videre har vi vist, at hvis w # 0, sa skal enhver losning
til ligningen e* = w veere pa formen z = In(Jw|) + arg(w)i. Omvendt, givet ethvert z,
der opfylder z = In(|w|) 4 arg(w)i, hvor arg(w) er et vilkarligt argument for w, sa er
e* = elnllw)targ(@)i — oIn(jwl) . piarg(w) — |gp| . ¢f2r8(®) = 7, hvor den sidste lighed folger,
da |w|e’8(®) simpelthen er den poleere form af w. O

En direkte konsekvens af dette lemma er, at billedet af den komplekse eksponentialfunktion
exp : C — C med z — ¢* opfylder exp(C) = C \ {0}. Ligningen ¢* = 0 har ingen losninger,
hvilket medferer, at 0 ikke tilherer billedet, mens lemmaet forklarer for ethvert komplekst tal
w forskelligt fra nul, hvordan man finder komplekse tal z, der afbildes i w ved den komplekse
eksponentialfunktion.

Vi kan nu genbesoge de polaere koordinater og benytte egenskaberne for den komplekse
eksponentialfunktion som givet i Seetning 3.4.2 til at bevise felgende saetning.
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Seetning 3.6.2
Lad z1,zp € C\ {0} veere to komplekse tal, begge forskellige fra nul. Da gaelder folgende:

|21 22| = |z1] - |22
08
arg(zy - zo) = arg(z1) + arg(zz).
Vi har ogsa
|21/22| = |z1]/|22|
08

arg(z1/z2) = arg(z1) — arg(z2).
Endelig, lad n € Z veere et heltal og z € C \ {0} et komplekst tal forskelligt fra nul. Da haves

|2"] = [z["
0g
arg(z") = narg(z).
Bevis. Vi viser kun de forste to dele af seetningen. Lad os definere r1 = |z1], 2 = |z2],

a1 = arg(z1) og ap = arg(z»). Ifelge Ligning (3.5) har vi
Z1-2p =11 M py @2

=711 - €M oM

=711 'emi—&-zxzi

=711 - el
Vi benyttede det tredje punkt i Seetning 3.4.2 i den tredje lighed. Vi kan nu konkludere, at
|z1-z2| = 1112 = |z1] - 22| og arg(zi-z2) = a1 + ap = arg(z1) + arg(za).

O]

Seetning 3.6.2 angiver en geometrisk metode til at beskrive multiplikationen af to komplekse
tal: leengden af et produkt er produktet af leengderne, og argumentet af et produkt er summen
af argumenterne (se Figur 3.8).

Den polere form af et komplekst tal kan vise sig seerdeles nyttig ved udregninger af
heltalspotenser af komplekse tal. Lad os se pa et eksempel.

Eksempel 3.6.2
Skriv felgende komplekse tal pa rektanguleer form. Tip: brug poleere former.

(@) (1+i)".



Kapitel 3 ||| 3.6 DEN POLARE FORM AF ET KOMPLEKST TAL 64

|21 - 22| = |z1] - |22]

21;22 arg(zy - zo) = arg(z1) + arg(z»)

Figur 3.8: Grafisk illustration af Seetning 3.6.2.

(b) (—1—+/30)".
Svar:

(a) Tallet 1 47 har argument 71/4 og modulus V2. Derforer1+i = /2-¢/4 S§

(1408 = (\fz.einﬂ)m
N
= V2" (cos(137t/4) + sin(137/4)i)
Y (cos(—37/4) + sin(—37/4)i)
= 64V2- (cos(—3m/4) + sin(—37/4)i)
= 64v2- (-v2/2-iv2/2)

= —64—64i.

(b) Forst udregner vi modulus og argument for —1 — +/3i. Ifelge Seetning 3.3.1 geelder der,
at

arg(—1— v/3i) = arctan((—v/3)/(-1)) — 7 = —27/3
0g

| —1-+3i| = \/(—1)2+(—x/§)2 =2.
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Derfor er —1 — \/3i = 2 - ¢ 27/3_ Dermed har vi

(-1-VE)S = (2.e2)°

(
= 25 (cos(—107) + sin(—1077)i)
- (cos(0) + sin(0)i)

(

65
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