llll Kapitel 5

Rekursion og induktion

5.1 Eksempler pa rekursivt definerede funktioner

I dette afsnit introducerer vi ideen om en rekursivt defineret funktion. Pointen i en rekursion i
denne sammenhaeng er simpelthen at definere en funktion eller et udtryk ved hjeelp af selv
samme funktion eller udtryk for andre inputveerdier. Lad os leegge ud med et eksempel:

Eksempel 5.1.1

Fakultets-funktionen fac : N — IN er defineret ved n +— 1-2- - - n. Den afbilder n i produktet
af de forste n positive heltal. Man vil typisk ogsa skrive n! i stedet for fac(n). Vi har for
eksempel fac(1) = 1, fac(2) =1-2=2,fac(3) =1-2-3 =6,fac(4) =1-2-3-4 =24 0g
sa videre. Bemeerk nu, at hvis vi vil beregne den naeste veerdi, fac(5), kan vi udnytte, at vi
allerede ved, hvad fac(4) er. Faktisk har vi:

fac(5)=1-2-3-4-5=(1-2-3-4)-5 = fac(4) -5 = 24-5 = 120.

Generelt, hvis vi for et valgt n > 1 allerede har udregnet fac(n — 1), kan vi udregne veerdien
af fac(n) ved fac(n) = fac(n — 1) - n. Dette forer til folgende algoritmiske beskrivelse af
fakultetsfunktionen:

Algoritme 8 fac(n)

Input: n € Z>;.
1: if n =1 then

2: return 1
3: else
4:  returnfac(n —1) - n.

Denne algoritme benytter sig selv til at udregne fac(n). Mere udpenslet, hvis n = 1, s&
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returneres straks 1 som veerdien for fac(1) som angivet i linje 2 i algoritmen. Grafisk kan vi
illustrere dette som folger:

7

fac(1)

fac(1) =1

returnér 1

Hvis n = 2, sd vil algoritmen hoppe til linje 4 og forsege at returnere fac(2 — 1) - 2. Men
dette kreever, at veerdien af fac(1) forst udregnes. Derfor vil algoritmen nu starte forfra, denne
gang for veerdien 1. Vi har allerede set, at algoritmen returnerer 1 i det tilfeelde. Da algoritmen
er kommet frem til den konklusion, at fac(1) = 1, kan den genbeseoge linje 4 og udregne, at
fac(2) = fac(1) -2 = 1-2 = 2. Dermed kan algoritmen nu returnere 2. Grafisk er situationen
som felger:

fac(2)

fac(2) = fac(1) -2

fac(1)

fac(1) =1

returnér 1

fac2) =1-2=2

returnér 2

J

For storre veerdier af n vil flere “bokse inde i andre bokse” dukke op, da algoritmen nu
skal benytte sig selv adskillige gange og udregne output for de lavere inputveerdier n — 1, n —
2,...,1, for den kan returnere det endelige output. Folgende grafiske repreesentation viser,
hvad der sker, nar denne algoritme far inputveerdien n = 5:
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fac(4) = fac(3) -4

fac(2) = fac(1) -2

fac(1)

returnér 1

returnér 2

returnér 6

fac(4) =6-4=24

returnér 24
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Da algoritmen benytter sig selv under gennemferslen (i algoritmiske termer siger man typisk,
at algoritmen kalder sig selv), kaldes den en rekursiv algoritme. En rekursiv algoritme er
simpelthen en algoritme, der kan kalde sig selv for visse inputverdier for at gennemfore
udregningen af sin endelige outputveerdi. Rekursioner forekommer ogsa i matematikken. Vi
har herunder angivet en rekursiv definition af fakultetsfunktionen fra vores eksempel:

fac(n) = 1 hvisn =1, (5.1)
fac(n —1)-n hvisn > 2.

Dette eksempel illustrerer princippet i en rekursiv definition: at definere de veerdier, en
funktion tager, ved brug af funktionen selv. Bemeerk i ovrigt, at det ogsa er seedvane at
definere 0! = 1, men det er en anden sag. Her er et andet eksempel pa en rekursivt defineret
funktion: lad z € C vaere et komplekst tal, og definér f : IN — C rekursivt som:

z hvisn =1,

f(n) = { | 52)
f(n—1)-z hvisn > 2.

Daer f(1) = z, da dette svarer til tilfeeldet n = 1 i den rekursive definition. Som det neeste er
f(2) = f(1) - z, da dette er, hvad den rekursive definition angiver for n = 2. Ved at udnytte,
at vi allerede har bestemt, at f(1) = z, kan vi konkludere, at f(2) = f(1) - z = z - z. Endelig,
ved at udnytte at z - z = 22, ser vi, at f(2) = f(1) -z = z-z = z%. Ligeledes er f(3) = z°.
Derfor er det helt rimeligt at definere udtrykket z" for ethvert naturligt tal n rekursivt som
f(n). Itidligere kapitler har vi benyttet n’te potenser af komplekse tal flere gange. Nu har
vi en mere formel definition af det. I denne forbindelse er det ogsa almindeligt at definere
2% = 1o0gz " = 1/z" for ethvert naturligt tal n. Vi har hermed preaecist defineret, hvad z"

betyder for ethvert heltal n € Z.

Nar man forseger at definere en funktion rekursivt, skal man efterfolgende sikre sig, at en
sadan rekursiv beskrivelse definerer funktionen for alle veerdier fra dens definitionsmeengde.
For de funktioner, der er defineret i Ligningerne (5.1) og (5.2), kan du finde en redegorelse
herfor i Eksempel 5.4.2, men veer velkommen til at springe eksemplet over under forste
gennemlaesning. For nu vil vi vise et eksempel pa et forseg pa en rekursiv beskrivelse, der
ikke fungerer. Lad g : IN — C veere en funktion, og antag at

1 hvisn =1,
g(n) = _
g(n+1) hvisn > 2.

Jeevnfor definitionen ser vi, at ¢(1) = 1, men vi har ikke nok information til at bestemme, hvad
¢(2) er. Hvis vi anvender den rekursive definition, ville vi bare na frem til, at g(2) = g(3).
Derefter vil vi forsege at beregne g(3), men rekursionen giver os blot g(3) = g(4). Fortseetter
vi sadan, far viblot, at g(2) = ¢(3) = g(4) = g(5) = - - -, og vi finder aldrig ud af, hvad g(2)
rent faktisk er.

Som et sidste eksempel pa en rekursiv definition vil vi se pa de beremte Fibonacci-tal.
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Eksempel 5.1.2

Lad os tage fat pa en rekursiv definition, der ser en smule anderledes ud. Vi skal definere en
funktion F : N — IN rekursivt, hvis veerdier F(1), F(2), F(3), F(4), ... kaldes Fibonacci-tal:

1 hvisn =1,
F(n) =141 hvis n = 2, (5.3)
F(n—1)+F(n—2) hvisn > 3.

Lad os se, hvordan denne definition fungerer i praksis ved at udregne de forste par Fibonacci-
tal. Forst og fremmest er F(1) = 1, da vi med n = 1 skal se pa forste linje i Ligning (5.3). Hvis
n = 2, geelder den anden linje i Ligning (5.3), s& F(2) = 1. For n = 3 geelder den tredje linje
i Ligning (5.3), og vi far, at F(3) = F(2) + F(1) = 1+ 1 = 2. Ligeledes for n = 4 far vi, at
F(4) = F(3) + F(2) = 2+ 1 = 3 ved at udnytte, at vi allerede har udregnet, at F(3) = 2.

Nar man arbejder med en sekvens af tal, som for eksempel Fibonacci-tallene, vil man
typisk eendre en smule i notationen: i stedet for at skrive F(#n), skriver man ofte F,. I denne
notationharvi F; =1, F, = 1, F3 = 2, F;, = 3 og sa videre. Det viser sig, at det er muligt at
udlede et lukket formeludtryk for Fibonacci-tallene:

1 [1+6) 1 [1-vB\"
e (1)L (1) o

Vi vil senere i dette kapitel fa en forklaring pa, hvordan vi er kommet til dette udtryk.

5.2 Hanois tarne

I dette afsnit fortseetter vi med at illustrere nyttigheden af en rekursiv tankegang ved
at analysere en gade kaldet Hanois tirne. Hanois tarne er en gade, der foregédr pa et
breet pdmonteret tre lodrette pinde med samme leengder og sterrelser. Man har et antal
cirkuleere skiver til rddighed, alle med forskellig diameter og med et hul i midten, sa
de kan placeres pa en pind. Gadens startopstilling er, at alle skiver er stablet pd den
forste pind. Skiven med den storste diameter er nederst i stakken, og de andre skiver
folger derpa i faldende diameterstorrelse opefter. Antallet af skiver kan variere. For
et eksempel med otte skiver, se Figur 5.1. Billedet i denne figur er fra Wikipedia; se
https:/ /commons.wikimedia.org/wiki/File:Tower_of_Hanoi.jpeg for flere detaljer.

Malet med gdden er at flytte stakken af skiver fra den ferste til den tredje pind, hvor de skal
veere stablet pa samme made, altsa fra stor til lille set fra bunden. Udfordringen er dog, at
man skal felge tre regler, ndr man flytter skiver:

¢ Kun én skive ma flyttes ad gangen.

¢ Kun en skive gverst pd en stak ma flyttes.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tower_of_Hanoi.jpeg
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Figur 5.1: Hanois tarne med otte skiver.

* En skive md kun placeres pa en storre skive.

Hvis der kun er meget fa skiver, er det ikke sveert at lase opgaven. Hvis der er mange skiver,
bliver spillet mere kompliceret, og det er a priori ikke engang klart, om der altid findes en

losning. For at komme i gang kan vi se pa nogle eksempler med kun ganske fa skiver. Hvis
der kun er én skive, kan vi lose opgaven i ét treek:

1

Flyt skive 1 fra pind 1 til pind 3

Hyvis der er to skiver, kan gdden loses med tre flytninger:

N~
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Flyt skive 1 fra pind 1 til pind 2

Flyt skive 1 fra pind 2 til pind 3

—_

Med tre skiver er det stadig ikke sa sveert at lose gaden ved at prove sig frem, men hvad nu
hvis der er ti skiver, eller hundrede? Lad os preve at teenke pa en rekursiv mdade for at finde
frem til en losningsmetode. Vi ved allerede, hvordan vi leser opgaven, hvis der kun er én
skive (og ogsa hvis der er to skiver). Mdske kan vi, som med fakultetsfunktionen, finde ud af,
hvad vi skal gere i tilfeelde af et storre antal skiver, lad os sige n skiver, hvis vi allerede ved,
hvad vi skal gere, hvis vi har feerre end n skiver. Antag derfor, at n > 2 er et naturligt tal, og
at vi allerede ved, hvordan vi leser opgaven, hvis der er n — 1 skiver. Dette betyder, at vi ved,
hvordan vi flytter en stak af n — 1 skiver fra én pind til en anden. I sa fald virker folgende
strategi til at flytte n skiver:
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Da vi ved, hvordan vi flytter n — 1 skiver fra én pind til en anden, flytter vi nu alle skiver fra
skive nummer 1 til nummer n — 1 i stakken fra pind 1 til pind 2.

Derneest flytter vi skive n fra pind 1 til pind 3. Dette tager kun ét traek.

Igen anvender vi vores givne viden om, hvordan man flytter n — 1 skiver, til at flytte stakken
af skiver indeholdende skive nummer 1 til nummer n — 1 fra pind 2 til pind 3.
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Dette viser, at gdden kan loses rekursivt! Og vi har endda vist, at der findes en losning uanset
antallet af skiver.

5.3 Summationssymbolet

Hvis n er et naturligt tal, og z1, ..., z, er komplekse tal, kan man angive deres sum med et
udtryk som z; +zp + - - - + z, eller z; + - - - + z,,. Dog er det ofte nemmere med den mere
kompakte notation for dette: } }_; z;. Ved at bruge en rekursiv definition kan vi veere meget
preecise:

Z1 hvisn =1,

n
Icngk N { (Zz;ll Zk) +2z, hvisn >1. (5.5)

Ved at bruge denne rekursive definition opndr vi praecis det, vi ensker. Man kan nemt benytte
definitionen og verificere, at man ganske rigtigt for sma veerdier af n opnar:

n Yio1Zk

1 21

2 Z1+ 22 (5.6)
3 z1+ 20 + z3

4| z14+204+ 23+ 24

Hvis f : N — C er en funktion, kan man pd lignende vis erstatte summen f(1) + f(2) +--- +
f(n) med det mere kompakte udtryk Y}, f(k). Overvej for eksempel udtrykket Y}, k, det
vil sige summen af de forste n naturlige tal. Som i Tabel 5.6 far vi folgende:

n Yiik

1 1

2 14+2=3 (5.7)
3 1+2+3=6

4114+2+3+4=10




Kapitel 5 ||| 5.4 INDUKTION 98

Denne notation er praktisk at have ved hdnden i flere senere kapitler, og den benyttes flittigt
indenfor flere omrdder i matematikken og naturvidenskabben.

Variablen k i et udtryk som }}_; z; kaldes sumindekset. Der er som sadan ingen grund til
at veelge symbolet k, og det er helt fint at benytte et andet symbol. For eksempel har man
Yio1zk = Z]"’ﬂ zj, da begge summer svarer til at leegge tallene zy, . . ., z, sammen. Man kan
ogsd indeksere de tal, der skal leegges sammen, pa en anden made. Hvis vi vil leegge tallene
Z2,...,210 sammen, kan man simpelthen skrive 211(12 Zk-

5.4 Induktion

I det foregdende afsnit sluttede vi af med at lose gdden om Hanois tarne fuldsteendigt med
en rekursiv tilgang. Antallet af traek, vores losning kraever, kan beskrives rekursivt. Hvis
vi lader T(n) betegne antallet af treek, som vores strategi vil kreeve, nar gaden stilles med
n skiver, sa ved vi, at T(1) = 1 (gdden med kun én skive kan loses i ét traek), men ogsa at
T(n)=Tmn—1)+14+T(n—1) =2T(n—1)+ 1 for n > 2 (vores strategi lod os flytte en stak
af n — 1 skiver to gange, mens den n'te skive skulle flyttes én gang). Med andre ord har vi

1 hvisn = 1,
T(n) = vistt (5.8)
2.-T(n—1)+1 hvisn >2.

For eksempeler T(2) =2-1+1=3,T(3) =2-34+1=70gT(4) =2-7+1 = 15. Det
slér os nu, at veerdien af T(n) for disse sma veerdier af n ser ud til altid at veere én mindre
end 2". Vi vil derfor “geette” pa, at T(n) = 2" — 1 for alle naturlige tal n. Lad os teste
denne formodning, et ord vi hellere benytter frem for “geette”, ved at beregne T(5). Vi har
T(5) =2-T(4)+1=2-15+1 = 31. Dette bekreefter vores formodning om, at T(n) = 2" — 1
for n = 5. Ulempen er, vi nu kun ved, at formodningen er sand for alle n i meengden
{1,2,3,4,5}. Vi kunne selvfelgelig fortseette med at bekreefte vores formodning for flere
veerdier af n ved at beregne T(6), T(7) og sd videre, men da der er uendeligt mange naturlige
tal, er det umuligt for os at verificere formlen T (n) = 2" — 1 for alle naturlige tal n pa denne
made. Heldigvis har de naturlige tal en ganske intuitiv egenskab, der kan hjeelpe os, og som
vi fremseetter uden bevis:

Saetning 5.4.1 Induktionsprincippet
Lad S veere en delmeengde af de naturlige tal, og antag, at S har felgende to egenskaber:

1.1€5,
2. hvisn — 1 € S for et vilkdrligt naturligt tal n > 2, daer ogsa n € S.
I'sé fald har vi S = IN.

Udsagnet i denne seetning kaldes ofte induktionsprincippet eller simpelthen induktion. Krav 1.
(1 € S) kaldes basistrinnet for induktionen, mens krav 2. (hvis n — 1 € S for et naturligt tal n, s&
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er ogsd n € S) kaldes induktionstrinnet. Grunden til, at det naturlige tal n i krav 2. skal veere
mindst to, er, at ellers er n — 1 maske ikke et naturligt tal. Hvisn =1,sdern —1 =0, men 0
tilherer ikke IN. Krav 2. kan omformuleres ved brug af udsagnslogikken som felger.

2. forallen € N>,: n—-1€S = neS.

Verificering af krav 2., det vil sige verificering af induktionstrinnet, gores typisk ved at vise,
at n € S er sandt, hvis vi antager, at n —1 € S. Nar man verificerer induktionstrinnet
n—1€S = n €S, kaldes antagelsen n — 1 € S for induktionshypotesen. Processen,
der verificerer de to krav, kaldes typisk bevis ved induktion eller, hvis variablen n’s rolle skal
understreges, et bevis ved induktion pd n.

Induktionsprincippet er noglen til at forstd mange udsagn i matematikken og er ogsa centralt
i datalogi, da det dér kan bruges til at vise korrektheden af forskellige algoritmer, rekursive
definitioner og computerprogrammer.

I matematikken er det bekvemt at benytte en omformulering af induktionsprincippet, sa
arbejde med en delmeengde S C IN undgés. Det kan nemlig undgds ved udnyttelse af en
peen konsekvens af Seetning 5.4.1. Sadanne konsekvenser kaldes typisk for "korollarer" i
matematiske tekster, en terminologi vi vil benytte her.

Korollar 5.4.2

Lad P(n) veere et logisk udsagn for ethvert naturligt tal n. Antag, at felgende to udsagn er
sande:

1. P(1),
2. forallen € N>p: P(n—1) = P(n).

Da er P(n) sandt for alle n € IN.

Bevis. For at kunne benytte Seetning 5.4.1 gor vi brug af et trick ved at definere S = {n € IN |
P(n)}. Med andre ord, n € S, netop hvis P(n) er sandt. For at kunne konkludere, at P(n) er
sandt for alle naturlige tal n, er det nok at vise, at S = IN. Hvis der eksisterede et naturligt tal
m, séledes at P(m) er falsk, sa ville vi ved definitionen af S fa, at m ¢ S og derfor, at S # IN.

Nu benytter vi Seetning 5.4.1 til at vise, at S = IN. Antagelsen om, at P(1) er sandt, betyder
blot, at 1 € S. Antagelsen om, at for allen € N>, :  P(n —1) = P(n), betyder, at nér
n—1¢€S§,erogsan € S. Derfor er de to krav fra Seetning 5.4.1 opfyldt. Dermed kan vi ved
brug af Seetning 5.4.1 konkludere, at S = IN. Dette betyder blot, som allerede bemeerket, at
P(n) er sandt for alle naturlige tal n. O
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Som i Seetning 5.4.1 kaldes det at tjekke, at P(1) er opfyldt, for basistrinnet for induktionen,
mens det at tjekke, at for allen € N>, :  P(n — 1) = P(n), kaldes for induktionstrinnet.
Mens man udferer induktionstrinnet, kaldes det logiske udsagn P(n — 1) for induktionshy-
potesen ligesom for. Ogséd udsagnet i Korollar 5.4.2 kaldes som helhed stadig for induktion-
sprincippet. Vi kan derfor bevise en pastand af formen “P(n) er sandt for alle naturlige tal n”
ved at folge folgende strategi:

(i) Informér leeseren om, at du nu vil bevise péastanden, at “P(n) er sandt for alle naturlige
tal n,” ved brug af induktion pa n.

(i) Basistrin: Tjek, at P(1) er opfyldt.

(iii) Induktionstrin: Antag for et vilkarligt naturligt tal n > 2, at P(n — 1) er sandkt,
og benyt denne antagelse (induktionshypotesen) til at vise, at sd er ogsa P(n)
sandt. Udfordringen her er nogle gange at finde ud af, hvordan man bruger
induktionshypotesen P(n — 1) til sin fordel.

(iv) Informér leeseren, nar de foregdende punkter er udfert, om, at man ved induktionsprin-
cippet nu kan konkludere, at P(n) geelder for alle naturlige tal n.

Lad os nu benytte denne strategi til at bevise vores formodning om, at T'(n) = 2" — 1. Med
andre ord, lad os bevise folgende:

Pastand: Lad T : IN — IN opfylde rekursionen
T(n) = 1 hvisn =1,
2-T(n—1)+1 hvisn > 2.

Sd har vi for allen € N, at T(n) = 2" — 1.

Bevis. Lad P(n) veere udsagnet T(n) = 2" — 1. Vi vil bevise pastanden ved induktion pa n.
Basistrin: Vi har T(1) = 1. Da2! — 1 =1, ser vi, at T(1) = 2! — 1. Derfor er P(1) opfyldt.

Induktionstrin: Lad n > 2 veere et vilkarligt naturligt tal. Induktionshypotesen er P(n — 1),
som i vores tilfeelde blot betyder ligningen T(n — 1) = 2"~! — 1. Hvis vi antager dette, skal
vi nu udlede, at P(n) er gyldigt. Med andre ord, hvis vi antager, at T(n — 1) = 2""! — 1,
skal vi udlede, at T(n) = 2" — 1. Fra den rekursive definition af T(n) for n > 2 ved vi, at
T(n) =2-T(n—1)+ 1. Ved at kombinere dette med induktionshypotesen, ser vi, at

T(n)=2-Tn—1)+1=2-2" ' —1)+1=2-2""1-2.14+1=2"—-1.
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Dette er preecis, hvad vi skulle vise.

Nu hvor vi har vist basistrinnet for induktionen samt induktionstrinnet, kan vi konkludere
ved induktionsprincippet, at udsagnet T(n) = 2" — 1 er sandt for alle naturlige tal 7. O

Man kan faktisk vise, at den strategi, vi fandt i Afsnit 5.2, er den bedst mulige. Med andre
ord vil enhver losning af gdden med n skiver tage mindst T(n) treek. Vi ser ved udregning, at
lgsningen af en ti-skive-version af Hanois tarne ville kraeve 210 _ 1 = 1023 treek.

Den bedste made at leere induktionsbeviser pa er at gennemga adskillige eksempler og
derefter prove at udfere et induktionsbevis selv. Lad os derfor finde nogle flere eksempler
frem. Her er et beromt et:

Eksempel 5.4.1

Lad os betegne ved S(n) summen af de forste n naturlige tal. Uformelt skriver man ofte
1+2+--- 4 n for denne sum, men vi kan benytte os af summationstegnet og skrive
S(n) = Y} k. Som vi sd i Tabel 5.7, har vi for eksempel S(1) = 1, 5(2) = 1+2 = 3,
S(3) =14+2+3 =60g5(4) =1+2+3+4 = 10. Pastanden er nu, at felgende formel
geelder for ethvert naturligt tal n:

n-(n—i—l)'

5(n) = "7

Bemeerk, at S(n) opfylder felgende rekursion:

S(n) = 1 hvisn =1,
S(n—1)+n hvisn > 2.

Faktisk har vi allerede observeret, at S(1) = 1. I tilfeeldet n > 2 far vi ved brug af Ligning
(5.5), at

n —1

S(n)=1+---+n=) k= <nZk>—|—n:S(n—1)+n.
k

k=1 =1

Lad os nu bevise folgende pédstand.

Pastand: Lad S(n) =1+ --- 4 n for n € N, altsd summen af de forste n naturlige tal. Sa er
S(Tl) _ n-(n+1)

e
Bewvis. Vibeviser pastanden ved induktion pa n.

n-(n+1)

Basistrin: Hvis n = 1, sd er S(1) = 1, mens 5

gyldig for n = 1.

w = 1. Derfor er formlen S(n) =

Induktionstrin: Lad n > 2 veere et vilkarligt naturligt tal, og antag som induktionshypotese,
atS(n—1) = W Vi kan reducere induktionshypotesen en smule, da der geelder, at
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S(n—1) = w Hvis vi antager induktionshypotesen og benytter, at S(n) = S(n — 1) +n,
kan vi konkludere, at

S(n) = S(n—1)+n
(n—1)-n

= 5t

(m—1)-n 2-n
2 il 2

nw—-n 2-n
2 2

n?—n+2-n
2

n’>+n

2

n-(n+1)

—s

Dette er preecis, hvad vi skulle vise, hvilket fuldferer induktionstrinnet.

Ved induktionsprincippet kan vi dermed konkludere, at formlen S(n) = ”'(”ZH) er gyldig

for alle naturlige tal n. O

Eksempel 5.4.2

Dette eksempel er af en mere teoretisk karakter og kan springes over ved ferste leesning. Vi
vil sikre os, at den rekursive definition, vi tidligere gav af fakultetsfunktionen fac : N — IN i
Ligning (5.1), rent faktisk var korrekt i matematisk forstand. Problemet er, at vi aldrig viste,
at fac er defineret ved sin rekursive beskrivelse for ethvert naturligt tal n. Med andre ord,
nar vi skriver fac : N — N, siger vi implicit, at funktionens definitionsmaengde er IN, men
hvordan ved vi det? Det, vi skal gore, er at vise, at for ethvert naturligt tal n vil den rekursive
beskrivelse i Ligning (5.1) give outputveerdien fac(n) efter endeligt mange trin.

Lad derfor P(n) vaere udsagnet, at fac(n) kan beregnes i endeligt mange trin ved hjeelp
af Ligning (5.1) for ethvert naturligt tal n. Vi vil vise, at dette udsagn P(n) er sandt for alle
naturlige tal. Basistrinnet for induktionen er hurtigt vist opfyldt, da Ligning (5.1) straks
medferer, at fac(1) = 1. Lad nu n > 2 veere et vilkarligt naturligt tal, og antag som
induktionshypotese, at fac(n — 1) kan beregnes i endeligt mange trin ved hjeelp af Ligning
(5.1). Da n > 2, medferer Ligning (5.1), at fac(n) = fac(n — 1) - n. Givet fac(n — 1) har vi
derfor kun brug for en multiplikation med n for at udregne fac(n). Altsa kan fac(n) udregnes
i endeligt mange trin, hvis fac(n — 1) kan. Dette fuldferer induktionstrinnet.

Mere generelt kan en funktion f : IN — B fra de naturlige tal IN til en givet meengde B
defineres rekursivt, sé leenge f(1) er bestemt, og sé leenge veerdien f(n) kan udregnes ud
fra f(n — 1) for ethvert n > 2. Det skyldes, at der i sddanne tilfeelde geelder et lignende
reesonnement som det, vi netop har udfert for fakultetsfunktionen. For eksempel definerer
Ligning (5.2) z" for ethvert naturligt tal n.
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5.5 En variant af induktion

Der findes mange varianter af induktion. I dette afsnit vil vi naevne en af dem: induktion,
der starter med et andet basistrin. Indtil videre har basistrinnet for vores induktionsbeviser
veeret for n = 1, hvorefter vi har haft at gore med sterre naturlige tal n. I nogle tilfeelde giver
et logisk udsagn dog ogsa mening for andre verdier af n. Betragt for eksempel udsagnet:

Et polynomium p(Z) € C[Z] af grad n har hejst n redder i C.

Dette udsagn giver ogsd mening for n = 0. Faktisk er udsagnet for n = 0 ret let at verificere:
et polynomium p(Z) af grad nul er simpelthen en konstant py, som ikke er nul. Konstanten py
er forskellig fra nul, netop fordi den ledende koefficient i et d’'te-gradspolynomium generelt
er forskellig fra nul ifelge Definition 4.1.1. Men sé er p(z) = po # 0 for alle z € C, hvilket
medferer, at polynomiet ikke har nogen redder.

Omvendt er der udsagn, der kun bliver sande for store nok veerdier af n. Betragt for eksempel
udsagnet:
Der eksisterer n punkter i planen R?, som ikke ligger pa linje.

Hvis n = 1, er dette forkert, da der findes mange linjer igennem ethvert givet punkt. Ogsa
hvis n = 2, er dette forkert, da linjen, der forbinder de to punkter, vil indeholde disse punkter.
Men for n > 3 er udsagnet sandt. Hvis n > 3, kan vi for eksempel veelge tre af punkterne
som hjerner i en ligesidet trekant og de resterende n — 3 punkter vilkarligt.

P& grund af denne slags eksempler er det praktisk at have en lidt mere fleksibel variant af
induktion. For et givet heltal a € Z har vi betegnelsen Z>, = {n € Z | n > a}. For eksempel
erZ>_1=1{-1,0,1,2,... }. Med denne notation pa plads kan vi formulere folgende variant
af induktion, kaldet induktion med basistrin b:

Seetning 5.5.1

Lad b € Z veere et heltal, og lad P(n) vaere et logisk udsagn for ethvert heltal n > b. Antag, at
felgende to udsagn er sande:

1. P(b),
2. forallen € Z>p1: P(n—1) = P(n).

Sa er P(n) sandt for alle n € Z,.

Bevis. Lad os definere det logiske udsagn Q(n) til at vaere P(n + b —1). Sa er Q(n) defineret
for ethvert naturligt tal n. Vi ser nemlig, at hvisn > 1,sd ern +b —1 > b. Nu anvender
vi Korollar 5.4.2 pa det logiske udsagn Q(n). Det forste krav fra Korollar 5.4.2 er, at Q(1)
skal veaere gyldigt. Dette er opfyldt, da Q(1) = P(b), og det er givet, at P(D) er gyldigt. Det
andet krav fra Korollar 5.4.2 bliver, at for allen € N>, :  Q(n—1) = Q(n). Men da
n>2harvin+b—1>b+1ogderforn+b—1¢€ Zsy,1. DaQn—1) =P(n+b—2)
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og Q(n) = P(n+0b—1), og da implikationen P(n +b —2) = P(n+b — 1) er gyldig
(vived, at n+b—1 € Zsp,q), ser vi, at implikationen Q(n —1) = Q(n) er gyldig.
Derfor er det andet krav til det logiske udsagn Q(n), ved anvendelse af Korollar 5.4.2,
ogsa opfyldt. Derfor medferer korollaret, at Q(n) er gyldigt for alle naturlige tal n. Da
Q(n) = P(n+b—1), betyder dette, at P(n + b — 1) er gyldigt for alle naturlige tal n. For
eksempel er P(1+b —1) = P(b) gyldigt, P(2+b —1) = P(b+ 1) er gyldigt og sa videre.
Dette svarer til udsagnet, at P(n) er gyldigt for alle heltal n > b, hvilket er, hvad vi enskede
at vise. [

Bemeerk, at hvis vi veelger b = 1, genskaber vi Korollar 5.4.2. Den overordnede struktur af et
bevis ved induktion med basistrin b er den samme som for den seedvanlige induktion. Man
har stadig et basistrin og et induktionstrin. Lad os gennemga et eksempel pa et bevis ved
induktion af denne type.

Eksempel 5.5.1

Betragt uligheden 1 + 10 < n? — n. Da et polynomium af anden grad, sa som n% — 1, vokser
hurtigere end et polynomium af forste grad, sd som n + 10, ber man kunne forvente, at
hvis n bliver stor nok, er den givne ulighed sand. Lad os nu ved P(1) betegne udsagnet, at
n + 10 < n? — n. I dette tilfeelde kan vi definere P(n) for ethvert heltal n. Udsagnet P(4) er
for eksempel uligheden 4 + 10 < 42 — 4. Dette er dog falsk, da 14 =4+ 10 > 42 —4 = 12. P4
den anden side er udsagnet P(5) sandt, da 15 = 5 + 10 < 5* — 5 = 20. Vi haevder derfor, at
P(n) er sandt for ethvert n € Z>5 og giver et bevis ved induktion ved hjelp af Seetning 5.5.1
med b = 5:

2

Basistrin: Vi har allerede verificeret, at P(5) er gyldigt, s& basistilfeeldet er klaret.

Induktionstrin: Lad n > 6 veere et vilkarligt naturligt tal, og antag som induktionshypotese,
at P(n — 1) er gyldigt. Dette betyder, at vi m4 antage, at (n — 1) +10 < (n — 1) — (n — 1).
Ved hjeelp af denne antagelse skal vi udlede, at P(n) er gyldigt. Lad os forst omskrive
induktionshypotesen til en mere bekvem form. Vi har (n —1) +10 = n + 9, mens
(n—1)2—(n—-1)=n?>-2n+1-n+1=n?—3n+ 2. Derfor svarer induktionshypotesen
til antagelsen, at uligheden 1 + 9 < n? — 3n + 2 er gyldig. Men s kan vi udlede:

n+10 = (n+9)+1

< (m*—3n+2)+1
= n*-3n+3

= n*—n—-2n43
< n*—n.

Den endelige ulighed holder, da —2n + 3 < 0 for ethvert n > 6 (faktisk endda for ethvert
n > 2). Vi konkluderer, at hvis P(n — 1) er sandt, s er n + 10 < n? — n, det vil sige P(n),
ogsd sandt. Dette er preecis, hvad vi skulle vise, hvilket fuldferer induktionstrinnet.

Ved at bruge induktion med basistrin 5 kan vi konkludere, at uligheden n 4- 10 < n>—n
er gyldig for alle n € Z>s.
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