llll Kapitel 11

Egenvaerdiproblemet og diagonalisering

Lad os tage et kig pa Eksempel 10.3.4 igen. Her arbejdede vi med matricen

A= 11 E]R2><2
20

og den tilknyttede lineeere afbildning La : R? — R?. Vi s§, at hvis vi valgte den samme
-1
2

den for Ly, sa var den resulterende afbildningsmatrix g[La]g for L seerligt paen:

glLalp = [ N O]~

ordnede basis f = ( [ ] , [ 1 ] ) for bade definitionsmeengden og dispositionsmeeng-

0 2

I dette kapitel undersoger vi, i hvilket omfang dette kan gores for en vilkarlig kvadratisk
matrix.

11.1 Egenvektorer og egenveerdier

Vi leegger ud med at studere linezere afbildninger af typen L : V' — V. Forskellen fra vores
tidligere studier af lineaere afbildninger er, at vi nu antager, at definitionsmaengden for L er
den samme som dispositionsmeengden for L, nemlig vektorrummet V.

Definition 11.1.1
Lad F veere et legeme, V et vektorrum over IF og L : V — V en lineeer afbildning. Lad v € V
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veere en vektor forskellig fra nulvektoren og A € IF en skalar, saledes at
L(v)=A-v.
Da kaldes vektoren v en egenvektor for den linezere afbildning L med egenveerdi A.

Bemeerk, at begreberne egenvektor og egenveerdi pd engelsk kaldes de tyskklingende
eigenvector, henholdsvis eigenvalue.

Definitionen angiver, at en egenvektor per definition altid er en vektor forskellig fra
nulvektoren. Grunden til dette er, at man typisk ensker at udelade uinteressante losninger til
ligningen L(v) = A - v. Vaelger man v = 0 og en hvilken som helst A € F, vil der nemlig altid
gelde, at L(v) = A-v,da L(0) = 0,0g A -0 = 0. Bemeerk ogsd, at en egenveerdi altid er et
element fra legemet [F, over hvilket V er et vektorrum. Intuitivt set er en egenvektor for en
lineaer operator L en vektor, der skaleres, nar L opererer pa den. Vi kan opfatte A - v som en
skalering af vektoren v med faktor A. Se Figur 11.1 for en illustration.

L

SN

L(v) = Av

-1 | 1 2 3 4 5 -1 | 1 2 3 4 5

Figur 11.1: En egenvektor for en linezer afbildning L.

For matricer kan man ogsa tale om egenvektorer og egenveerdier:

Definition 11.1.2

Lad FF veere et legeme, n et positivt heltal og A € IF"*" en matrix. Lad v € [F" veere en vektor
forskellig fra nulvektoren og A € [F en skalar, sdledes at

A-v=A-v.
Da kaldes vektoren v en egenvektor for matricen A med egenveerdi A.

Bemezerk, at denne definition antager, at matricen A er en kvadratisk matrix. Som vi har
set tidligere, giver en matrix A € [F"*" anledning til en lineeer afbildning La : F" — F™.
Hvis m = n, ser vi derfor, at en kvadratisk matrix A € F"*" giver anledning til en lineser
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afbildning La : F" — F". Bemeerk, at v € [F" er en egenvektor for en kvadratisk matrix
A € F"*", hvis og kun hvis v € [F" er en egenvektor for den lineaere afbildning La : F" — F".
I den forstand er Definition 11.1.2 blot et seertilfeelde af Definition 11.1.1. Matricer opfylder
desuden, at hvis legemet er valgt til at veere [F, sa er matricens egenveerdier per definition
elementer i legemet IF.

Lad os gennemga nogle eksempler.

Eksempel 11.1.1
Lad F = R, og betragt matricen

A=

Bl € R?>*2,
0 2

Spergsmal: Bestem alle egenveerdier for matricen A samt en tilherende egenvektor for hver
af dem.

Svar: Antag, atv = (v1,v2) € R?\ {(0,0)} er en egenvektor med egenveerdi A. Ligningen
A -v = A-v svarer til de to ligninger —v; = Av; og 2v, = Avy. Disse to ligninger kan
omskrives til (=1 — A)v; = 0 0g (2 — A)vy = 0, som igen kan skrives pad matrixform som

folger:
0 2—-A %3 0

Nu skelner vi mellem tre tilfeelde.

I det forste tilfeelde antager vi, at —1 — A # 0, 0g 2 — A # 0. Med andre ord: vi antager,
at A # —1, og A # 2. I dette tilfeelde er de diagonalelementer i matricen, der optreeder i
Ligning (11.1), begge forskellige fra nul. Derfor er den eneste losning til Ligning (11.1), at
(v1,v2) = (0,0). Men egenvektorer ma per definition ikke veere lig med nulvektoren, s vi
konkluderer, at der i dette tilfeelde ikke findes nogen egenvektorer og derfor ej heller nogen

egenveerdier.
I tilfeelde to antager vi, at A = —1. I dette tilfeelde har Ligning (11.1) lesninger pa formen
(v1,0), hvor v; € R kan veelges frit. Derfor er A = —1 en egenveerdi for den givne matrix

A. Som egenvektor kan vi veelge enhver vektor pd formen [ 72)1 ] , sa leenge v; # 0. For

1
eksempel er ; en egenvektor for den givne matrix A med egenveerdi —1.

Slutteligt antager vi som det tredje og sidste tilfeelde, at A = 2. I dette tilfeelde har Ligning
(11.1) lesninger pa formen (0, v;), hvor v, € R kan veelges frit. Derfor er A = 2 en egenveerdi

. . . . 0 .
for den givne matrix A. Som egenvektor kan vi veelge enhver vektor pd formen [ ] ,sa
(%]

leenge v # 0. For eksempel er [ (1) ] en egenvektor for den givne matrix A med egenveerdi 2.
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Ogsa hvis V er et uendeligdimensionelt vektorrum, giver definitionen af egenvektorer og
egenverdier mening. Vi ser pa et eksempel af denne type.

Eksempel 11.1.2

Lad os betragte den lineere afbildning D : C[Z] — C[Z] defineret i Eksempel 10.2.1. Vi
arbejder specifikt over legemet C, da vi i Eksempel 10.2.1 opfattede C[Z] som et komplekst
vektorrum. Afbildningen D blev defineret pa den méde, at den sender et polynomium til sin
afledte.

Spergsmal: Hvad er egenveerdierne for D? Find ogsa en tilsvarende egenvektor for hver
egenveerdi.

Svar: Vi leder efter polynomier p(Z) forskellige fra nulpolynomiet i C[Z] og skalarer
A € C, sdledes at D(p(Z)) = A-p(Z). Lad p(Z) = ap + mZ + ayZ> + - - - + a,Z" veere
et polynomium forskelligt fra nulpolynomiet. Da D(ag + a1Z + 7% + - a,Z") =
a1 +2ayZ + - - - + na,Z"~1, vil graden af polynomiet D(p(Z)) typisk veere én mindre end
graden af polynomiet p(Z) selv. Den eneste undtagelse er, hvis p(Z) = ay, i hvilket tilfeelde
D(p(Z)) = 0. Derfor kan D(p(Z)) = A - p(Z) kun opfyldes for konstante polynomier. Hvis
p(Z) er et konstant polynomium, sa er p(Z) = ag, og D(ap) = 0 = 0 - ay. Dette viser, at 0 er
den eneste egenveerdi, som den lineaere afbildning D har. Ethvert polynomium p(Z) = ay
med ag € C\ {0} er en egenvektor for D med egenverdi 0. Grunden til at nulpolynomiet ikke
er en egenvektor for D, er, at egenvektorer per definition skal vere forskellige fra nulvektoren.
Som dette eksempel viser, kan en egenveerdi dog godt veere nul.

De tidligere to eksempler kunne antyde, at en linezer afbildning altid har mindst én egenvektor,
men det er ikke tilfeeldet. Lad os se pa et eksempel, der viser det.

Eksempel 11.1.3
Rotationsafbildningen R/, : R? — R? fra Eksempel 10.2.4 blev defineret ved R /2 (v1,v2) =
(—v2,v1).

Spergsmal: Har den lineare afbildning R,;/, : R? — IR? nogen egenvektorer?

Svar: Lad os ferst give et intuitivt svar og derefter et, der anvender definitionerne mere
direkte. Hvad den linezere afbildning R/, gor geometrisk, er at tage en vektor som input og
returnere vektoren roteret med 77/2 radianer mod uret som output. Hvis en vektor forskellig
fra nulvektoren er en egenvektor, vil en rotation med 71/2 radianer skulle resultere i en
skalering af inputvektoren. Dette er intuitivt ikke muligt, sa vi vil forvente, at den linezere
afbildning R/, slet ikke har nogen egenvektorer.

Lad os bevise dette ved hjelp af definitionerne. Hvis afbildningen R/, : R*? — R? har
egenvektorer, findes der (v1,v2) € R?\ {(0,0)} og A € R, sdledes at R;/5(v1,v2) = A - (v1,02).
Tilsvarende er (—v,v1) = (A -0v1,A - v2), hvilket igen kan omskrives til de to ligninger
—Av; — vy = 0 0g v1 — Avp = 0. Formuleret pa matrixform far vi matrixligningen

2ol
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Ved at leegge raekke to A gange til raekke et far vi ligningen — (1 + A2?)v, = 0. Dette medferer,
at vy = 0, da A% + 1 ikke er nul for noget A € R. Benyttes den anden reekke ser vi, at ogsa
v1 = 0. Vi konkluderer, at (v1,v;) = (0,0) er eneste losning. Men en egenvektor ma ikke
veere nulvektoren, si den lineare afbildning R/, : R? — RR? har derfor ingen egenvektorer.

Fremgangsmaden til at bestemme de mulige egenvektorer og egenveerdier i de tidligere
eksempler foltes en smule ad hoc. Heldigvis findes der en procedure, der altid virker, hvis V
har en endelig dimension. Vi vil forklare denne procedure nu og leegger ud med egenveerdier
for en kvadratisk matrix.

Seetning 11.1.1

Lad FF veere et legeme og A € [F"*" en kvadratisk matrix. Da er A € F en egenveerdi for A,
hvis og kun hvis det(A — A - I,,) = 0, hvor I, betegner n x n-identitetsmatricen.

Bevis. Hvis A € F er en egenveerdi for matricen A, sd findes der en vektor forskellig fra
nulvektoren v € F”, sdledesat A-v = A-v.DaA-v=A-(I,-v) = (A-1I,) - v, ser vi,
at ligningen A -v = A - v kan omskrives til A-v = (A-I,)v, som igen kan omskrives
til (A —A-1,)-v = 0. Dette viser, at det homogene system af linezere ligninger med
koefficientmatrix A — A - I, har en lesning, der ikke er nullesningen. Ved at bruge Korollar
8.3.6 pa den kvadratiske matrix A — A - I,;, konkluderer vi, at det(A — A - I,,) = 0.

Omvendt, hvis det(A — A - I,,) = 0, medferer Korollar 8.3.6, at det homogene system af
linecere ligninger med koefficientmatrix A — A - I, har en lesning, der ikke er nullgsningen.
Enhver sddan lesning v € F", der ikke er nullesningen, opfylder sd (A — A -1,,) - v = 0. Dette
kan omskrives til A - v = A - v. Derfor er v en egenvektor for A med egenvaerdi A. O

For en given kvadratisk matrix A € F"*" er udtrykket det(A — Z - I,) et polynomium i F[Z]
af grad n. Dette polynomium kaldes det karakteristiske polynomium for A. Vi vil betegne
det ved pa(Z). Rodderne i dette polynomium i legemet [F er netop alle egenverdierne for
matricen A.

Eksempel 11.1.4

Seetning 11.1.1 gor det muligt at beskrive alle egenveerdier for en kvadratisk matrix. For
eksempel har vi for matricen

A=

-1 0 c IR2><2
0 2 ’

som vi betragtede i Eksempel 11.1.1, at

=ll=2% 0

Z) =det(A—-Z- 1) = det
pa(Z) = det( 2) e< 0 2.7

) =(-1-2)-2-2)=(Z+1)-(Z-2).

Derfor er redderne i det karakteristiske polynomium pa (Z) netop —1 og 2. Dette betyder,
at egenveerdierne for matricen A er —1 og 2. Ser vi tilbage pa Eksempel 11.1.1, kan vi gore
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svaret, der blev givet dér, lidt kortere, da det forste tilfeelde, vi arbejdede p4, ikke leengere er
nedvendigt. Dér behandlede vi nemlig i det forste tilfeelde alle A, hvor A # —1, 0g A # 2,
men vi ved nu, at der ikke findes nogen egenvektorer med sddanne egenveerdier A.

Eksempel 11.1.5
Som et andet eksempel vil vi betragte matricen

A=

I € R?>*2,
1 O

Vi s i Eksempel 10.3.3, at denne matrix repreaesenterer den lineaere afbildning R, /» : R? — R?,
nar den ordnede standardbasis veelges for R2. I det tilfeelde er

—2 1 =Z7Z*+1
1 -z
Da vi arbejder over de reelle tal R, og polynomiet Z? + 1 ingen redder har i R, konkluderer

vi, at matricen A, ndr den betragtes over R, ikke har nogen egenveerdier og derfor heller ikke
har nogen egenvektorer.

pa(Z) = det(A — Z-1) = det (

Nu hvor vi ved, hvordan man finder egenverdier for en kvadratisk matrix, er det naturligt at
sporge, hvordan man finder egenvektorer. Vi vil vende tilbage til det spergsmal i det neeste
afsnit. I resten af dette afsnit vil vi forklare, hvordan man finder egenveerdier for en vilkarlig
linezer afbildning L : V — V, hvis V er et endeligdimensionelt vektorrum.

Seetning 11.1.2

Lad F veere et legeme, V et vektorrum over F af dimension n og (v, ..., v,) en ordnet basis
for V. Daer A € F en egenveerdi for en linezer afbildning L : V — V, hvis og kun hvis
det(/;[L]ﬁ —A- In) = 0.

Bevis. Hvis A € F er en egenveerdi for den linecere afbildning L : V — V, sd findes der en
vektor v € V forskellig fra nulvektoren, saledes at L(v) = A - v. Derfor har vi jeevnfer det
forste punkt i Seetning 10.3.4, at g[L]g - [v]g = [L(V)]g = [A - v]g. Ved at anvende Lemma 9.2.2
har vi [A - v]g = A - [v]g. Ved at kombinere disse to ligninger, far vi, at g[L]g - [(V)]s = A - [v]g.
Derfor er [v]g en egenvektor for matricen g[L]s med egenveerdi A.

Antag omvendt, at det(g[L]g —A-1,) = 0 foren A € FF. Sa er A ifolge Seetning 11.1.1
en egenverdi for matricen 4[L|g. Derfor findes der en vektor forskellig fra nulvektoren
¢ = (c1,...,cn) € F", som er en egenvektor for matricen g[L]; med egenveerdi A. Definerer
vinuv =cy-vi+---+cy-vy € V,sderc = [v]g. Derfor har vi g[L]g - [(v)]g = A - [V]g,
hvilket medferer [L(v)]g = A - [v]g = [A - v]g. Dette medferer, at L(v) = A - v. Derfor er A en
egenveerdi for den linecere afbildning L : V — V. O
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Denne seetning viser, at hvis V er et endeligdimensionelt vektorrum, sa kan vi reducere
udregningen af egenverdier for en lineer afbildning L : V — V til udregningen af
egenvaerdierne for den kvadratiske matrix g[L]g, der repreesenterer den lineaere afbildning.
Her betyder det ikke noget, hvilken ordnet basis for V man veelger. Til fremtidig brug vil
vi dog alligevel undersoge effekten pd matricen, der repreesenterer L, af at veelge en anden
ordnet basis. Her vil koordinatskiftematricerne introduceret i Ligning (10.5) spille en vigtig
rolle.

Lemma 11.1.3

Lad F veere et legeme, V et vektorrum over FF af dimension n og L : V — V en lineeer
afbildning. Lad derudover B og y vere to ordnede baser for V, og betegn ved idy : V — V
identitetsafbildningen v — v. Da geelder der, at

7[Lly = (plidv]y) ™" - [L]p - plidv]s.

Bevis. Vi ved fra Lemma 10.3.5, at (g[idy],) ! = , [idv]s. Derfor er

(glidv]y) " plLlg - plidv]y = olidv]s-p[Llp - plidv]y
= lidv]p-p[Loidy],
= o[Lly.
I den anden og tredje lighed benyttede vi forste punkt fra Seetning 10.3.4. O

To kvadratiske matricer A € F"*" og B € F"*" kaldes simileare, hvis der findes en invertibel
matrix Q € F"™ ", sdledes at A = Q! - B - Q. Derfor kan Lemma 11.1.3 omskrives med ord
som folger: effekten af at veelge en anden ordnet basis for V er, at matricen, der repraesenterer
L, erstattes af en simileer matrix. Det viser sig, at dette lemma ogsa forklarer, hvorfor det ikke
betyder noget, hvilken ordnet basis man velger, ndr man udregner egenverdierne for en
linezer afbildning. Faktisk har vi felgende:

Seetning 11.1.4

Lad F veere et legeme, V et vektorrum over F af dimension n og L : V — V en lineser
atbildning. Lad yderligere B og < veere to ordnede baser for V. Da er de karakteristiske
polynomier for [L]g og ,[L], identiske.

Bevis. Lad os for nemheds skyld skrive Q = g[idy],. Ved at anvende Lemma 11.1.3 ser vi, at:

P, (Z) = det(y[Ll, —Z-1,)
1

= det(Q ™ - p[Llp-Q—Z 1)

= det(Q ' 4[L]s-Q-Z-Q7"-Q)
= det(Q ' 4[L];-Q-Z-Q"1,-Q)
= det(Q7"- (4[Llp — Z-1,)- Q)
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Herefter kommer Seetning 8.3.3 til hjeelp. Ved brug af denne seetning kan vi nemlig fortseette
som folger:

pu,(Z) = det(Q - (4[Llg—Z-1,) Q)
= det(Q ') -det(s[L]p — Z-1,) - det(Q)
= det(Q ") - det(Q) - det(g[L]s — Z - I)
= det(Q) ' -det(Q) - det(g[L]s — Z - I,)

= 1det(ﬁ[L]5—ZIn)
= det(‘g[L]‘B—Z-In)
= Py (2)-

Dette er netop, hvad vi skulle vise. O

Korollar 11.1.5

Med samme notation som fer er det g[L]s = det,[L],.

Bevis. Dette folger ved at indsette Z = 0 i de karakteristiske polynomier p ﬁ(Z) og
P, (Z)- O

Vi kan nu definere det karakteristiske polynomium for en lineeer atbildning L : V. — V, sa
leenge V er et endeligdimensionelt vektorrum.

Definition 11.1.3

Lad F vere et legeme, V' et vektorrum over IF af endelig dimension n og L : V — V en
linecer afbildning. Da defineres det karakteristiske polynomium som polynomiet pr(Z) =
det(g[L]g — Z - 1,) € F[Z], hvor B er en ordnet basis for V.

Grunden til, at denne definition giver mening, er, at valget af den ordnede basis S
ifolge Seetning 11.1.4 ikke betyder noget: et andet valg vil ikke eendre det tilsvarende
karakteristiske polynomium. Pa en lignende mdde kan man, baseret pa Korollar 11.1.5,
definere determinanten af en sddan linecer afbildning: det L = det g[L]g.

Eksempel 11.1.6

Som et eksempel vil vi betragte en lineaer afbildning, der ligner den linezere afbildning
D : C[Z] — C|Z] fra Eksempel 10.2.1. Dog er C[Z] et uendeligdimensionelt vektorrum, sd
vi justerer forst definitionsmeengden og dispositionsmeengden for afbildningen en smule.
Lader vi V veere det komplekse vektorrum af polynomier af grad hojst tre, kan vi definere
D:V — Vsomp(Z) — p(Z)".

Spergsmal: Hvad er det karakteristiske polynomium pp(A) for den linezre afbildning D?

Svar: Lad os veelge den ordnede basis B = (1,Z,7%,7%) for V. Da D(1) = 0,D(Z) =
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1,D(Z?%) = 2Z,0g D(Z%) = 372, ser vi, at

0100 -z 1 0 0

= 00 20 = o -z 2 0
Dlz = , og derfor Dig—27Z-1s =

sPle=1. 4 0 3 & sPl=2L=1 o 7 3

00 0O 0 0 0o —Z

Vi ser, at g [D] g — Z - 14 er en gvre trekantsmatrix (se Definition 8.1.4). Dette betyder, at dens
determinant simpelthen er produktet af elementerne i dens diagonal, se Seetning 8.1.2. Derfor
er D’s karakteristiske polynomium pp(Z) = (—-Z)* = Z%.

11.2 Egenrum

Indtil videre har vi hovedsageligt fokuseret pa, hvordan man finder en matrix’, henholdsvis
en linezer afbildnings, egenveerdier. I dette afsnit vil vi fokusere pa at finde alle de mulige
egenvektorer, der har en given egenveerdi.

Seetning 11.2.1

Lad [F veere et legeme, V et vektorrum over F af endelig dimension 7 og L : V — V en linecer
afbildning. Antag, at A € IF er en egenveerdi for L. Da er meengden

Eyx={veV|L(v)=A v}

et underrumi V.

Bevis. Lad u,v € E) og ¢ € . Ifolge Lemma 9.3.2 kan vi konkludere, at E, er et underrum i
V, hvis vi kan vise, at u 4+ ¢ - v € E,. Bemeerk nu, at

Llu+c-v)=Lu)+c-L(v)=A-u+c-A-v=A-(u+c-v).

Derfor er u + c - v € E,, hvilket var det, vi skulle vise. ]

For kvadratiske matricer har denne saetning en direkte konsekvens.

Korollar 11.2.2

Lad [F veere et legeme og A € [F"*" en kvadratisk matrix. Antag, at A € [F er en egenveerdi for
A.DaermengdenEy ={veV|A -v=A-v}etunderrumilF".

Bevis. Dette folger af Setning 11.2.1 anvendt pa den lineeere afbildning L : F* — F”,
vi— A-v. ]
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For en given linecer afbildning L : V — V i et endeligdimensionelt vektorrum V, hvor A
er en egenveerdi for L, kaldes underrummet E, for egenrummet svarende til egenvaerdien A
for den linezere afbildning L. Ligeledes, for en given kvadratisk matrix A € F"*" kaldes
underrummet E, for egenrummet svarende til egenveerdien A for matricen A. Bemeerk, at
det tilsvarende engelske begreb er eigenspace.

Nu hvor vi ved, at maengden af alle egenvektorer tilherende en given egenveerdi A sammen
med nulvektoren danner et underrum E), kan vi beskrive alle de egenvektorer, der eksisterer
for en given egenveerdi, ved at angive en basis for dette underrum E,. Heldigvis viser
dette sig at veere endnu en anvendelse af teorien om systemer af linezere ligninger. Forst og
fremmest har vi:

Lemma 11.2.3

Lad L : V — V vere en lineeer afbildning mellem vektorrum over et legeme F, og
antag, at dimV = n. Antag videre, at A € F er en egenveerdi til L. Da geelder der, at
E) = ker(L — A -idy). Tilsvarende hvis A € F"*" er en matrix, og A € [ er en egenveerdi for
A,daerE), =ker(A—A-1,).

Bevis. Per definition har vi v € E,, hvis og kun hvis L(v) = A -v. Bemeerk, at L(v) =
A - v, hvis og kun hvis (L — A -id,)(v) = 0, hvilket igen er akvivalent med at sige, at
v € ker(L — A - I,). Anden del af lemmaet, der involverer matricen A, kan bevises pd samme
made. O

Som vi har set tidligere, svarer dét at bestemme vektorer i kernen af en matrix B med dét at
finde losninger til et homogent system af linezere ligninger med koefficientmatrix B. Desuden
ved vi allerede, hvordan man bestemmer en basis for losningsrummet til et homogent system
af lineeere ligninger ved hjeelp af Korollar 9.3.4 og Seetning 6.4.4. Derfor behover vi ikke at
udvikle nye veerktejer for at kunne bestemme en basis for egenrummet E, for en matrix.
Heller ikke nér vi beskeeftiger os med den tilsvarende problemstilling for linesere afbildninger,
behover vi nye veerktgjer: Seetning 10.4.2 medferer, at vi kan bestemme kernen af en linezer
afbildning L : V' — V ved at bestemme kernen af en matrix 4[L]g, der repreesenterer den
linezere afbildning, hvor 8 er en ordnet basis for V. Vi er altsa allerede i stand til at finde
egenvektorer i alle tilfeelde. Lad os illustrere dette i to eksempler.

Eksempel 11.2.1
Lad os forst betragte matricen

A=Y e
1 0

Vi har stedt pa denne matrix for i Eksempel 11.1.5, men bemeerk en veesentlig forskel denne
gang: i dette eksempel arbejder vi over de komplekse tal C, da matricen er defineret som et
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element i C2*2 fremfor som et element i R2*2. Som i Eksempel 11.1.5 har vi, at

D A A
1 -z

Da vi arbejder over legemet C, har polynomiet Z? + 1 to redder, nemlig i og —i.

pa(Z) = det(A — Z - 1) = det (

Spergsmal: Find en basis for egenrummet E;.

Svar: Vi ved fra Lemma 11.2.3, at E; = ker(A —i-I»). Vi har
, —i =l
A—i-I, = [ L ] .
For at bestemme kernen af denne matrix, bringer vi den pa reduceret trappeform:
—i =l 1 =
[ 1 —i 0 0 ] '
Dette viser, at v = (v1,v2) € ker(A —i-I), hvis og kun hvis v; = i - v5. Derfor har vi:

Ei:ker(A—i-Iz):{c- [ i] |CGC}.

En basis for E; er derfor givet ved
i
. .

Dette besvarer sporgsmadlet. Pd en lignende made kan man vise, at en basis for E_; er givet

ved

—i

. .
Eksempel 11.2.2

Lad os genbesoge den linezere afbildning D : V — V introduceret i Eksempel 11.1.6. I det
eksempel var V det komplekse vektorrum af polynomier af hejst tredje grad, og D : V. — V
blev defineret ved p(Z) — p(Z)’. Vi har allerede set i Eksempel 11.1.6, at pp(Z) = Z*. Derfor
har D kun én egenveerdi, nemlig 0.

=f =i
0 O

—
Ry <+ Ry —i-R;

—
Ry +1i-Rq

Spergsmal: Find en basis for egenrummet Ey.

Svar: Vi ved fra Lemma 11.2.3, at Ey = ker(D — 0-idy) = ker D. For at finde en basis for
ker D bestemmer vi forst kernen af den matrix g[D]g € C***, der repreaesenterer D. Lad os
veelge den ordnede basis p = (1, Z, 72 Z3) for V. Vi har allerede set i Eksempel 11.1.6, at vi i
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dette tilfeelde har:
01 0 0
~ 00 2 0
Dl. =
sPle=10 0 0 3
0 0 0O

Denne matrix er allerede pa trappeform, og vi kan direkte afleese, at (v1, v2,v3,v4) € ker g D] Bs
hvis og kun hvis v, = 0, og v3 = 0, og v4 = 0. Derfor,

kerg[D]g = ¢ c- |ceC

oS O O

Vi ser, at en basis for ker 4[D]g er givet ved

e e e =

Basisvektoren (1,0,0,0) svarer til polynomiet1-1+0-Z +0-2Z%+0-Z3 = 1. Derfor ser vi
ved hjeelp af Setning 10.4.2, at

Eo=kerD={c-1|ceC}=C,
og at en basis for Ey er givet ved {1}.

Lad os afslutte dette afsnit med en teoretisk overvejelse om egenvektorer, der vil blive meget
vigtig senere. Vi starter med en definition.

Definition 11.2.1

Lad F vere et legeme, V et endeligdimensionelt vektorrum og L : V — V en lineeer
afbildning. Antag, at A € [F er en egenveerdi for L. Da defineres algebraisk multiplicitet am(\)
af egenveerdien A som multipliciteten af A som rod i det karakteristiske polynomium py (Z)
for L. Yderligere defineres geometrisk multiplicitet gm(A) af egenveerdien A som dimensionen
af E Ao

Ligeledes defineres for en egenveerdi A € F for en kvadratisk matrix A € F"*"
am(A) som multipliciteten af A som rod i det karakteristiske polynomium pa(Z) for A,
og gm(A) = dimE,.

Eksempel 11.2.3
I Eksempel 11.2.1 er egenveerdien i en rod med multiplicitet 1 i det karakteristiske polynomium
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pa(Z) = Z? + 1. Derfor er am(i) = 1. I det eksempel sa vi ogsé, at E; er et vektorrum med
dimension én. Derfor er gm(i) = 1.

Eksempel 11.2.4

I Eksempel 11.2.2 er egenveerdien 0 en rod med multiplicitet 4 i det karakteristiske
polynomium pp(Z) = Z*. Derfor er am(0) = 4. I det eksempel sa vi ogsd, at Ey er et
vektorrum med dimension én. Derfor er gm(0) = 1 i dette tilfeelde.

Som det sidste eksempel viser, behover den algebraiske og den geometriske multiplicitet af en
egenveerdi ikke at veere ens. Vi har dog felgende seetning, der siger, at 1 < gm(A) < am(A).
En leeser, der er villig til at acceptere dette udsagn, kan fortsaette til neeste afsnit.

Seaetning 11.2.4

Lad F veere et legeme. Lad A € FF veaere en egenveerdi for en lineeer afbildning L : V — V
med dim V = n < o eller en egenveerdi for en kvadratisk matrix A € [F"*". Da geelder der,
atl < gm(A) <am(A) < n.

Bevis. Hvis A er en egenveerdi, findes der per definition mindst én tilherende egenvektor.
Derfor er gm(A) = dimE, > 1.

Lad os for en egenveerdi A skrive s = gm(A) for nemheds skyld. Vi vil bevise saetningen i et
tilfeelde, hvor A er en egenveerdi for en linecer afbildning L : V — V alene, da tilfeeldet
med en matrix A felger ved at overveje den linezere afbildning Ly : F* — F". Da
dimE, = gm(A) = s, indeholder enhver basis for E, preecis s vektorer. Lad os velge
en sddan basis, for eksempel {vy,...,vs}. Veelg nu vektorer vyi1,...,v, € V, séledes at
B=Vi,...,Vs,Vsi1,...,Vy er en ordnet basis for V. Da L(v;) = A - v; for alle i mellem 1 og s,
har vi

AL B
0 D

ﬁmﬁ:[

for nogle matricer B € F**("=%) og D € F("~)%("=%) hyor 0 betegner en (1 —s) x s-nulmatrix.
Sa har vi

Lls—Z -1, =
plLls " 0 D-Z-1,.,

(A—2) -1 B ]

og derfor
pL(Z) = det(g[Llp—Z-1y)
= det([ (A=2)-I; B ])
0 D—Z'Infs
= (/\—Z)S-det(D—Z‘In—s>-

I den sidste lighed anvendte vi induktion pa s og udviklede determinanten fra den forste
sojle for at bevise induktionens basistrin samt for at udfere induktionstrinnet. Nu er det
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klart, at multipliciteten af A i py(Z) er mindst s. Med andre ord: am(A) > s = gm(A),
hvilket er preaecis, hvad vi enskede at vise. Den sidste ulighed am(A) < n felger, da am(A) er
multipliciteten af roden A i polynomiet p;(Z), og deg pr(Z) = n. O

11.3 Diagonalisering

I dette afsnit undersoger vi, hvorndr en linecer afbildning kan repreesenteres ved en seerligt
flot matrix: en diagonalmatrix. Vi vil nemlig undersoge, hvorndr en linezer afbildning har en
diagonalmatrix som afbildningsmatrix. For at opna dette skal vi kunne valge en seerligt flot
ordnet basis. Derfor starter vi med et lemma.

Lemma 11.3.1

Lad [F veere et legeme, V et endeligdimensionelt vektorrum over IF og L : V — V en lineser
afbildning. Yderligere antages det, at A1,..., A, € F er forskellige egenverdier for L, og
der benyttes notationen d; = gm(A;) fori = 1,...,r. Hvis (vgl), .. .,vgl_)) fori=1,...,rer

ordnede baser for E,,, da er vektorerne

lineeert uafheengige.

Bevis. Vi vil bevise lemmaet ved hjeelp af induktion pa r.
Hvis r = 1, er der intet at bevise, da vi antager, at (Vgl), e, Vg)) er en ordnet basis for E,,.

Sa er vektorerne vgl), cee vg) selvfolgelig lineeert uaftheengige. Lad nu r > 1, og antag som

induktionshypotese, at lemmaet er korrekt, hvis der er r — 1 forskellige egenveerdier. Antag,
at

@] .v]@ =0 (11.2)

for nogle a;; € IF. Vi skal vise, at a;; = O forallei = 1,...,r0gj = 1,...,d;. Ved at

anvende den lineeaere afbildning L pa denne ligning og udnytte, at L vty = Aj- v(i), ser vi, at
gLp gning og y i i

1 Z}il WA v](-i) = 0, hvilket kan omskrives til

Yo Y vl = o. (11.3)

Ganges Ligning (11.2) med A,, og traekkes Ligning (11.3) fra resultatet, udgar leddet svarende
til i = r, mens hejresiden stadig er 0. Med andre ord:

= 0 e, (0 i) ¢ )
)\r.zzlxi,j.vjl _ZAi'Z“i/]"le :AT'Z lxi,j‘V]-l _Z)‘i' ‘Xi,j'V-l —o.
=1 =1 '

r dl'
i=1j=1 =1j=1 =1 j=1

~
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Ved at kombinere de to forste summer til én, far vi:

I
_

d; —

. r—1
(Ar = Ag) -y vl = Yo (A = i) sz” v
1 i=1

r

I
—_

]:

Nu kan vi anvende induktionshypotesen og konkludere, at (A, — A;) -a;; = 0 for i =
1,...,r—1ogj=1,...,d;. Daviantog, at alle egenveerdier er forskellige, ser vi,at A, — A; # 0
for alle i mellem 1 og r — 1. Derfor er ocl] =0fori=1,...,r—1ogj=1,...,d;.. Ved at

indseette dette i Ligning (11.2), far vi, at Z .y .y

]
arj=0forj=1,...d, daviantog, at (vg ), ., 1(1,)) er en ordnet basis for E, . Dette fuldferer

induktionstrinnet. Derfor kan vi ved induktionsprincippet konkludere, at lemmaet geelder
for alle r. O

= 0, og sd kan vi ogsa konkludere, at

Som vi har set tidligere, skal der veaelges en ordnet basis 8 for V, for en linecer afbildning
L : V — V kan repreesenteres ved en matrix 4[L]g. Vektorerne i Lemma 11.3.1 er linezert
uafheengige, hvilket er en god start, men de kan ikke nedvendigvis udspaende hele rummet
V. Det naeste lemma afklarer, hvornar egenvektorerne udspaender V.

Lemma 11.3.2

Lad F veere et legeme, V et vektorrum over F med dimension n og L : V — V en linecer
afbildning. Da er folgende to udsagn aekvivalente:

(i) Egenvektorerne tilhorende L udspaender V.

(ii) Det karakteristiske polynomium for L er pa formen
p(Z) = (=) (Z=A)™ - (Z = A)™

for nogle Ay, ..., A, € F og positive heltal my, ..., m,. Yderligere er de algebraiske og
geometriske multipliciteter ens for enhver egenveerdi A;, altsa am(A;) = gm(A;) for
i=1,...,r

Bevis. For at vise, at de to punkter er logisk eekvivalente, viser vi forst (i) = (ii) og derefter
(i) = (i).

(i) = (ii): antag, at egenvektorerne for L udspeender V. Da kan vi finde en basis S for V,
der kun bestédr af egenvektorer. Lad Ay,...,A, € F veere egenverdierne for L, og sortér
egenvektorerne i S, sdledes at egenvektorerne med egenverdi A1 kommer forst, derefter dem
med egenveerdi A; og sa videre, afsluttende med egenvektorerne i S med egenveerdi A,. Vi
har sa konstrueret en ordnet basis

B = (1) (1) (r) (r)),

Vi e Vi e, VY, V)

(i) (i)

hvor vektorerne v, ’, ..., v,/ fori =1,...,r er egenvektorerne i S med egenveerdi A;.
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Nu har vi pa den ene side 11 + 12 + - - - + n, = n, da antallet af vektorer i den ordnede basis

p er det samme som dimensionen af V. Pa den anden side har vi for alle i, at n; < gm(A;), da
(i) (i)

vy’,..., vy, erlineert uafthaengige vektorer i E,,, og dim E,, = gm(A;). Derfor har vi:
n = ny+---+n
< gm(Aq) + - +gm(A)
< am(Aq) +---+am(A,)
< degpr(2)
= n

Da vi bade startede og sluttede med 7, skal alle uligheder veere ligheder. Dette viser, at
gm(A;) =am(A;) forallei =1,...,r, 0g at pL(Z) er pa den form, der er angivet i punkt (ii).

(i) = (i): antag nu, at pp(Z) = (=1)"-(Z — A)™---(Z — A,)"™ for nogle forskellige
A1, ..., A+ € F og for positive heltal my, ..., m,, hvor am(};) = gm(A;) forallei =1,...,r.
Bemeerk, at vi per definition har m; = am(A;), hvilket igen medferer, at m; = gm(A\;),
da vi antager, at am(A;) = gm(A;) for alle i. Vi konkluderer, at n = degpr(Z) =
gm(A1) +--- + gm(A,). P& den anden side kan vi ifelge Lemma 11.3.1 finde preecis
gm(Ay) + - - - + gm(A,) linesert uafthengige egenvektorer for L. Ved at kombinere disse
udsagn kan vi konkludere, at vi kan finde en ordnet basis for V, der bestar af egenvektorer.
Disse egenvektorerne udspaender V, hvilket er det, vi enskede at vise. ]

Nu er vi klar til at vise hovedresultatet af dette Afsnit.

Definition 11.3.1

Lad en lineeer afbildning L : V' — V veere givet, hvor V er et endeligdimensionelt vektorrum
over et legeme [F. Da siger man, at L kan diagonaliseres, hvis der findes en ordnet basis f for
V, séledes at den tilsvarende afbildningsmatrix g[L]g er en diagonalmatrix. Ligeledes, hvis
A € F"*" er en kvadratisk matrix, sd siger man, at A kan diagonaliseres, hvis A er simileer
med en diagonalmatrix.

Seetning 11.3.3

Lad V veere et endeligdimensionelt vektorrum over et legeme IF. En linecer afbildning
L : V — V kan diagonaliseres, hvis og kun hvis det karakteristiske polynomium for
L er pa formen py(Z) = (-1)"-(Z — A)™ ---(Z — A,)™ for nogle Aq,...,A, € F, og
am(A;) = gm(A;) for enhver egenveerdi A;.

Bevis. Ved at bruge Lemma 11.3.2 er det nok at vise, at L kan diagonaliseres, hvis og kun hvis
dens egenvektorer udspeender V.

Derfor antager vi forst, at L kan diagonaliseres. Da findes der en ordnet basis 8 for V, saledes
at g[L] er en diagonalmatrix. Men dette medferer, at enhver vektor i B er en egenvektor.
Derfor kan V udspeendes af egenvektorer.
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Antag omvendt, at V kan udspeendes af egenvektorer. Da findes der en ordnet basis
B = vi,...,v, for V, der kun indeholder egenvektorer. Den tilsvarende matrix ﬁ[L] p er
en diagonalmatrix med egenveerdier tilhorende vy, ..., v, i sin diagonal. O

Korollar 11.3.4

En matrix A € F"*" kan diagonaliseres, hvis og kun hvis det karakteristiske polynomium
for A er pa formen pa(Z) = (—=1)" - (Z —Ay)™ ---(Z — A,)™ for nogle Aq,..., A+ € F, og
am(A;) = gm(A;) for enhver egenveerdi A;.

Bevis. Dette folger af Seetning 11.3.3 anvendt pa den linecere afbildning L : F" — F". [

Korollar 11.3.5

Lad V veere et endeligdimensionelt, komplekst vektorrum. En linezer afbildning L : V — V
kan diagonaliseres, hvis og kun hvis am(A;) = gm(A;) for enhver egenveerdi A; for L.
Ligeledes er en kompleks matrix A € C"*" simileer med en diagonalmatrix, hvis og kun hvis
am(A;) = gm(A;) for enhver egenveerdi A; for A.

Bevis. Hvis legemet, vi arbejder over, er C, folger det af Seetning 4.6.3, at det karakteristiske
polynomium py(Z) kan skrives som et produkt af dets ledende koefficient samt led pd formen
Z — A. Derfor er denne betingelse i Seetning 11.3.3 altid opfyldt, hvis F = C, og den kan
derfor fjernes. Seetning 11.3.3 medferer derefter det, vi onsker. Beviset for korollaret i tilfeelde
af en kompleks matrix A € C"*" udferes pa tilsvarende vis. O

Eksempel 11.3.1

Betragt den lineare afbildning D : V — V introduceret i Eksempel 11.1.6. I det eksempel var
V det komplekse vektorrum af polynomier af hejst tredje grad, og D : V — V blev defineret
ved p(Z) — p(Z)'.

Spergsmal: Kan den linezere afbildning D diagonaliseres?

Svar: Fra Eksempel 11.1.6 ved vi, at p(Z) = Z*. Med notationen fra Seetning 11.3.3 har vi,
atr =1, 0g Ay = 0. Desuden er am(0) = 4, da 0 er en rod med multiplicitet fire i p5(Z). I
Eksempel 11.2.2 har vi set, at E er et endimensionelt vektorrum med basis {1}. Derfor er
gm(0) = dim Ey = 1. Da gm(0) < am(0), medferer Seetning 11.3.3, at den lineaere afbildning
D ikke kan diagonaliseres.

Eksempel 11.3.2
Betragt matricen
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som vi arbejde med i Eksempel 11.2.1, og som ogsa optradte i Eksempel 11.1.5.

Spergsmal 1: Kan matricen A diagonaliseres, nar vi arbejder over de reelle tal R? Hvis ja,
bestem en matrix Q € R?>*2, saledesat Q™' - A - Qeren diagonalmatrix.

Spergsmal 2: Kan matricen A diagonaliseres, ndr vi arbejder over de komplekse tal C? Hvis
ja, bestem en matrix Q € C?%2,s3ledesat Q™' -A-Qeren diagonalmatrix.

Svar pa Spergsmal 1: Vi fandt i Eksempel 11.1.5 frem til, at pa(Z) = Z? + 1. Da Z% + 1 ikke
har nogen reelle rodder, kan det ikke skrives pa den form, der kreaeves i Korollar 11.3.4. Derfor
er matricen A ikke diagonalisérbar over IR.

Svar pa Spergsmal 2: Det karakteristiske polynomium pa(Z) = Z2 + 1 har to komplekse
rodder, nemlig i og —i. Desuden har vi, at Z2 + 1 = (Z — i) - (Z +i). Derfor er am(i) = 1 og
am(—i) = 1. Da vi ved fra Seetning 11.2.4, at 1 < gm(A) < am(A) for enhver egenveerdi A,
konkluderer vi, at gm(i) = am(i) = 1, og gm(—i) = am(—i) = 1. Dermed er alle betingelser
i Korollar 11.3.4 opfyldt. Vi konkluderer, at den givne matrix A er diagonalisérbar over de
komplekse tal.

Nu bestemmer vi eksplicit en invertibel matrix Q € C?>*?, saledes at Q" 'AQ er en
diagonalmatrix. Lad os ved € betegne standardbasen for C2. Daer ¢[La]le = A. For at
diagonalisere A, diagonaliserer vi simpelthen den tilsvarende lineaere afbildning L4 . For at
gore det, skal vi finde en ordnet basis for C? bestdende af egenvektorer. I Eksempel 11.2.1 s&

vi, at:
E; har basis {[ i ] }, og E_; har basis {[ _11 ] }

Derforer g = ( [ i ] , [ _11 ] ) en ordnet basis for C? bestdende kun af egenvektorer. Ved

anvendelse af denne ordnede basis har vi, at afbildningsmatricen 4[La |4 er en diagonalmatrix
med egenveerdierne tilherende vektorerne i den ordnede basis f i sin diagonal. Derfor er

glLlalp = [(l) _Ol. ]

For at finde matricen Q, sdledesat Q™' - A-Qeren diagonalmatrix, ser vi nu, at
slLalp = plidcale - e[Lale - elide2]p = elidea]s - A - elidca]p-

Derfor kan vi simpelthen vaelge Q = ¢[id¢2], koordinatskiftematricen fra -koordinater til
e-koordinater. Denne matrix indeholder egenveerdierne i f som sgjler. Derfor er

Q = [ide2]p = [i —11]

den matrix, vi leder efter. Ved en kontrol ser vi ganske rigtigt, at

R B
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11.4 Fibonacci-tal genbesagt

I Eksempel 5.1.2, mere preecist i Ligning (5.3), gav vi et eksempel pa en rekursivt defineret
sekvens af tal F;, F,, F;, . .. kaldet Fibonacci-tallene:

1 hvisn =1,
Fi=141 hvis n = 2, (11.4)
F,.1+F,_» hvisn>3.

Denne rekursion kan ogsa udtrykkes ved hjeelp af matricer. Faktisk ser man direkte fra

Ligning (11.4), at
Foof |1 1| B for alle n > 3.
Fn—l 10 Fu 2

Denne matrixform gor det muligt at finde en lukket formel som beskrivelse af Fibonacci-
tallene. Forst og fremmest har vi felgende:

Lemma 11.4.1
For alle n > 2 geelder der, at:

AR

Bevis. Dette kan vises ved hjeelp af induktion pa n med basistrin n = 2. Detaljerne overlades
til leeseren. n

For at finde en lukket formel for F,, er det nok at finde en lukket formel for potenser af
matricen
P= b .
10

Vi vil diagonalisere P for at gore dette. Det viser sig nemlig, at hvis en matrix kan
diagonaliseres, er det muligt at finde et lukket formeludtryk for dens potenser:

Lemma 11.4.2
Lad FF veere et legeme og A € F"*" en kvadratisk matrix. Lad Q € [F"*" veere en invertibel
matrix, siledes at Q1 - A-Q er en diagonalmatrix D med elementerne dy,...,d, i sin
diagonal. Da er

AHZQ'Dn-Q_l.

Desuden er D" en diagonalmatrix med elementerne 47, . .., d" i sin diagonal.
n
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Bevis. Med induktion pa 1 kan man vise,at (Q~!-A-Q)"=Q !-A"-Qforallen > 1. Da
Q1-A-Q=D, folger resultatet. At vise, at D" er en diagonalmatrix med elementerne
d},...,d isin diagonal, er let ved induktion pa n. O

Pointen med dette lemma er, at det gor beregningen af potenser af en matrix relativt let,
hvis matricen er diagonalisérbar. Lad os nu vende tilbage til matricen P. Det karakteristiske
polynomium for P er

PP(Z):det<[ 112 —1z D =727 1.

Derfor er egenveerdierne for P A = 1%@ og Ay = 1%6 Dette betyder allerede, at matricen
P er diagonalisérbar. For at finde den enskede koordinatskiftematrix, skal vi finde en basis
for egenrummene. For at finde en basis for egenrummet E,,, bemeerker vi, at

—_ 1—2\/5 1
Ry + Ry — Ay Ry 0 0|

1-v5

2

Dermed har vi, at en basis for E,, er givet ved

(2]

Ligeledes kan man vise, at en basis for E,, er givet ved

(]}

Derfor er

hvilket medforer, at

-1
p_ 11| L 1 L5 -1 -1
o 10 - 1-v5 145 ' 0 1-v5 ’ 1-v/5 1+/5 ’
2 2 2 2 2
Ved anvendelse af Lemma 11.4.2 til udregning af potenser af P samt Lemma 11.4.1 ser vi nu,
at

- 1’!72 -

| |11 1

Fiq 10 1|

_ n—2
[ ] (%)

- 1-v5  1+V5
2 2
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Efter at have beregnet alle matrixprodukterne pa hejre side, opnar man at

AR
Fy1 %<1+T¢5> _%.<¥)n :

S

hvilket forklarer, hvor Ligning (5.4) kom fra.

I dette afsnit fokuserede vi pa Fibonacci-tallene, men meget lignende teknikker kan benyttes
til at finde lukkede formeludtryk for andre rekursivt definerede sekvenser af tal. Vi vil ikke
forfolge dette yderligere her.

11.5 Ekstra: Hvad hvis diagonalisering ikke er mulig?

Dette afsnit er ikke nedvendig leesning og kan springes over. Det er ment som ekstra materiale
for en leeser, der har tiden og motivationen til det.

Som vi har set i det foregdende afsnit, er diagonalisering af en lineeer afbildning L : V — V
ikke altid mulig. I dette afsnit vil vi arbejde med den beremte Jordans normalform. Neglen til
diagonalisering var at undersoge egenrummet E, = ker(L — A -idy) for en given egenveerdi
A. Vi definerede gm(A) = dim E, og har set, at diagonalisering af en matrix eller lineser
afbildning kreever, at betingelsen gm(A) = am(A) er opfyldt. Hvis gm(A) < am(A), viser det
sig, at man kan undersoge kernerne af potenser af den linezere afbildning L — A -idy. Her
skal den i'te potens f' af en funktion f : V — V forstas som den i-foldige sammensatning af
f med sig selv (altsd f! = f, f2 = f o f og sa videre).

Lemma 11.5.1

Lad F veere et legeme, V et n-dimensionelt vektorrum over F og L : V — V en lineeer
afbildning. Antag yderligere, at A € IF er en egenveerdi for L. Da geelder der, at

ker(L — A -idy) C ker((L — A -idy)?) C ker((L — A -idy)®) C ...
Yderligere,

(i) hvis ker((L — A -idy)’) = ker((L — A -idy)"*1) for et positivt heltal i, s er ker((L — A -
idy)’) = ker((L — A -idy)™) for alle m > i, og

(ii) ker((L — A -idy)") = ker((L — A -idy)"+1).

Bevis. Det er klart, at kernen af (L — A -idy)'*! for alle i er et underrum i kernen af
(L — A -idy). Hvis ligheden holder for nogle i, sd opnar vi ved dimensionsseetningen
for lineeere afbildninger, se Korollar 10.4.3, at ogsa billederne af de linezere afbildninger
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(L—A-idy)* ! og (L — A -idy )’ er ens. S& har vi, at

m(L—A-idy)™? = (L—A-idy) (V)
= (L—A-idy)((L = A-idy) (V)
= )((L—A-idv)i(V))
( )

= im(L — A-idy)"*?
= im(L — A -idy)’

Men sé ser vi, igen ved at bruge dimensionsseetningen for linezere afbildninger, at kernen af
(L — A -idy)"*2 er lig med kernen af (L — A -idy)’. Ved induktion p& m kan man pa samme
made vise, at kernen af (L — A -idy )™ for enhver m > i er lig med kernen af (L — A -idy)’.

Betragt nu sekvensen af underrum:
ker(L — A -idy) C ker((L — A -idy)?) C ker((L — A -idy)®) C ...

Fra det foregdende ved vi, at hvis ligheden holder et eller andet sted i sekvensen, sa vil
lighederne holde fra da af. Derfor findes der et e > 1, sdledes at

ker(L —A-idy) € --- Cker((L — A -idy)®) = ker((L — A -idy)*™!) = ...

For hver skarp inklusion oges dimensionen af underrummet med mindst én. Da dimV = n,
og dimker(L — A -idy) = dim E, > 1, kan dette hojst ske 1 gange. Derfor er e < n. Seerligt
er ker((L — A -idy)") = ker((L — A -idy)"*1). O

Seetning 11.5.2

Lad F veere et legeme, V et n-dimensionelt vektorrum over F og L : V. — V en lineeer
afbildning. Antag yderligere, at A € FF er en egenveerdi for L, og skriv U = im(L — A -idy)"
og W = ker(L — A -idy)". Da geelder der, at

(@) L(U) C U, og L(W) C W.
(i) dimU +dim W = dimV,og UNW = {0}.

(iif) Enhver vektor i V kan skrives som en sum af en vektor i U og en vektori W.

Bevis. Vi har set i det tredje punkt i Lemma 11.5.1, at W = ker(L — A -idy)" = ker(L — A -
idy)"*!. Velgnuetw € W. Daer ogsa (L — A -idy)(w) € W,da (L — A -idy)"((L — A -
idy)(w)) = (L—A-idy)((L—A-idy)"(w)) = (L—A-idy)(0) = 0. Derforer L(w) —A-w €
W, hvilket medferer, at L(w) € W. Vi kan konkludere, at L(W) C W. Ligeledes, hvisu € U,
saer (L—A-idy)(u) € U, fordi vi, hvisu = (L — A -idy)"(v) for nogle v € V, har, at
(L=A-idy)(u) = (L—A-idy)((L = A-idy)™"(v)) = (L — A -idy)"((L — A -idy)(v)) € U.
Derfor er L(u) — A - u € U, hvilket medferer, at L(u) € U. Vi kan konkludere, at L(U) C U.
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Dimensionssaetningen for lineeere afbildninger anvendt pa den lineeere afbildning (L — A -
idy)" : V — V medferer straks, at dim U + dim W = dim V. Nu beviser vi, at U N W = {0}.
Lad u € UNW. Vi ensker at vise, at u = 0. Forst og fremmest, da u € U, findes der v € V,
siledesatu = (L — A -idy)"(v). For det andet, dau € W, har vi (L — A -idy)"(u) = 0. Ved
at kombinere disse to, ser vi, at

(L—A-idy)?(v) = (L — A -idy)"(u) = 0.

Med andre ord, v € ker(L — A -idy)?". Men Lemma 11.5.1 medferer, at ker(L — A -idy)?" =
ker(L — A -idy)", og derfor v € ker(L — A -idy)". Mensaeru = (L — A -idy)"(v) = 0,
hvilket er, hvad vi enskede at vise.

Givet en ordnet basis By = (uy,...,u,) for U og en ordnet basis By = (wy,..., W) for
W. Forenes de to, far vi en ordnet basis p = (Bu, pw) for V. Faktisk kan det faktum, at
UNW = {0} bruges til at vise, at vektorerne i § er linezert uafheengige, mens identiteten
dim U + dim W = dim V medferer, at f indeholder preecis n vektorer. Givet en vilkarligt
valgt v € V kan vi nu skrive v pd praecis én mdde som en linearkombination af u; og wj,
nemligv =) a; - u; + Y Bj-w;. Viser,at) ;a;-u; € Uog Y Bj-w; € W, hvoraf det sidste
punkt i seetningen folger. O

Korollar 11.5.3

Skriv med samme notation som i Seetning 11.5.2 pr(Z) = (A — Z)**) . 4(Z) for en passende
valgt q(Z) € F[Z]. Betegn ved L|iy : W — W, henholdsvis L|y; : U — U, lineere
afbildninger opndet ved afgreensning af definitionsmaengden og dispositionsmeengden for L
til U, henholdsvis W. Da er p.(Z) = py),(Z) - pr,,(Z2), og A er ikke enrod i py |, (Z).

Bevis. For en givet ordnet basis By = (uy,...,u,) for U og en givet ordnet basis By =
(W1, ..., ws) for W har vi allerede set i beviset for Seetning 11.5.2, at = (Bu, fw) er en ordnet
basis for V. Da vived, at L(U) C U, og L(W) C W, vil matricen 4[L]g € F"*" have formen

_ | pulllpy O
ﬁ[L]ﬁ—[ 0 ﬁW[L],Bw]. (11.5)

Dette medferer, at p.(Z) = py|,(Z) - pr|, (Z). Bemeerk nu, at A ikke kan veere en rod i
pr|,(Z). Hvis dette var tilfeeldet, ville der eksistere en u € U forskellig fra nul, saledes at
L|y(u) = A - u. Da vi per definitionen af den lineeere afbildning L|;; har L|;;(u) = L(u), ville
dette medfere, at (L — A -idy)(u) = 0. Men sé ville vi have u € ker(L — A - idy), hvilket ville
medfore, atu € ker(L — A -idy )" = W. Da vi har set, at U NW = {0}, ville vi opna, atu = 0,
i modstrid med vores antagelse. O

Lad os nu vende tilbage til det, vi prover at opna: at finde en matrix, der repraesenterer L, der
er sd simpel som mulig. Ligning (11.5) er et vigtigt skridt pa vejen. Faktisk har vi reduceret
problemstillingen til to enklere opgaver: at finde en simpel matrix, der repraesenterer L|,
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og en, der repraesenterer L|y. Desuden er A ikke en rod i det karakteristiske polynomium
for Ly, sa for at handtere egenveaerdien A for L behover vi kun at fortseette undersegelsen af
den lineeere afbildning L|. Lad os ferst fa en intuitiv idé om, hvad der foregdr. Hvis
am(A) = gm(A), kan vi finde en ordnet basis By for W, der bestdr udelukkende af
egenvektorer for L, alle med A som egenveerdi. Sd er

Bw [L]ﬁw = [A : IS] ’

hvor s = dim W. Hvad vi gjorde i forrige afsnit var essentielt set blot at gentage denne
procedure for en anden egenvaerdi og opdele matricen, der repreaesenterer L|;;, i mindre
blokke. Sa leenge den algebraiske og geometriske multiplicitet af egenveerdierne altid er den
samme, vil vi ende med at have diagonaliseret hele matricen.

Men hvad sker der sd, hvis am(A) > gm(A)? Vi kan stadig finde en ordnet basis By for W,
der bestdr af egenvektorer til egenveerdien A, men vi har ogsa brug for nogle flere vektorer i
Bw, der ikke er egenvektorer. Sagt pa en anden mdde: hvis am(A) = gm(A), sder W = E,,
saledes at ker(L — A -idy) = ker((L — A -idy)"). Men hvis am(A) > gm(A), sa indeholder
W E,, men er ikke lig med det. Sa tilsyneladende er ker(L — A -idy) C ker((L — A -idy)").
Dette medferer specifikt, at ker(L — A -idy) C ker((L — A -idy)?) ved anvendelse af Lemma
11.5.1. Hvis vi veelger en vektor w € ker((L — A -idy)?) \ ker(L — A - idy), har den den peene
egenskab, at L(w) —A-w = (L —A-idy)(w) € ker(L — A-idy) = E,. Lad os definere
v=L(w)—A-w.Viser,atL(v) =A-v,dav € E,,og L(w) = A-w+v, ud fra den made
vi definerede v pa. Sa hvis vi kun ser pa effekten af L pa det todimensionelle underrumi V
udspeendt af v og w, som har den ordnede basis (v, w), kan vi repreesentere L ved matricen

i3]

Dette giver en forste idé om, hvad man kan forvente mere generelt om en matrix, der
repraesenterer L|y. Specifikt motiverer det til folgende:

Definition 11.5.1

Lad F veere et legeme, og A € F. En Jordanblok af sterrelse e er en matrix J.(A) € F¢*¢ pd
formen

(A1 0
Je(/\):

1

_0 A_

Lemma 11.5.4

Lad L : V — V veere en linecer afbildning, dim V' = n og A en egenveerdi for L. Lad yderligere
W = ker((L — A -idy)"). Da findes der en ordnet basis for W, séledes at Ll : W — W,
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restriktionen af L til W, har en afbildningsmatrix D(A) pa formen

Jer (M) 0
D()) = :

0 Je.(A)

for et positivt heltal s og positive heltal ey, . . ., es.

Bevis. Det vil veere praktisk at skrive W; = ker((L — A -idy)’) og r; = dim W;. Bemeerk, at
Wi = E,. Lad nu e veere den storste eksponent, sdledes at W,y C W,. Sder W, = W og
rn<r<---<t,=dimW. Lad B = (wy,...,w,,) vaere en ordnet basis for W med den
yderligere egenskab, at (wy, ..., w;,) er en ordnet basis for W; for alle i.

Vi konstruerer nu gradvist en anden ordnet basis for W, som vi kan kalde <. Forst og fremmest
tilfejer vi til 7y vektorerne w; for ethvert i mellem r,_; 4+ 1 og .. Grundet denne konstruktion
vil vektoren w; for ethvert i mellem 7,_; + 1 og r. ligge i W, men ikke i W,_;. Betragt nu
vektorerne w;; = (L — A - idy)/(w;) for j = 0,...,e — 1. Bemeerk, at vektoren w;; ligger i
W,_j men ikke i W,_; 1. Bemaerk ogsd, at w; = w; ¢ for ethvert i mellem r,_1 + 1 og 7..

Forst heevder vi, at vektorerne w; .1 er linecert uaftheengige. Hvis ):?:r aj-Wio—1=0,sa

e—1+1
er Z?ZYH 1% - wW; € W1 og derfor i udspeendingen af vektorerne wy,..., w;, ;. Men
da vektorerne wy,...,w,, er lineeert uafheengige, medferer dette, at a; = 0 for alle
i = re-1+1,...,7. Dernaest heevder vi, at vektorerne w;; med i = r..1 +1,...,7
ogj = 0,...,e —1 er lineeert uafheengige. Hvis ) ; ]e.;é a;j-w;j = 0, s& anvender vi
(L — A -idy)*~! og far ligningen Y ;a; - Wi, 1 = 0. Derfor er a;o = 0 for alle i. Ved at
anvende lavere og lavere potenser af (L — A -idy) til ligningen }; Z]“.;é ;- wi; = 0 opndr
man induktivt, at a;; = 0 for alle i og j.

Derfor giver det mening at inkludere alle vektorerne w; ; i y. Mere preecist definerer vi nu
Y = (W7871+1,E,1, e W 41,0700  Wre—1s 0 - /Wrg,())- Vi har (L —A- idv) (Wl',]‘) = Wi,j+l for
j=0,...,e—2,0g (L—A-idy)(w;._1) = 0. Dette medforer, at

L(Wi,]') =A- Wi + Wijt1 fOI‘j =0,...,e—2 og L(Wz',e,1) =A- Wie_1-

Vi har nu rent faktisk vist, at restriktionen af L til underrummet udspeendt af Wi kan
repraesenteres ved en blokdiagonalmatrix med r, — 7,_1 mange matricer J.(A) i sin diagonal.

For ethvert j mellem 0 og ¢ — 1 udspeender vektorerne w; ; med i varierende frar, 1 + 1 til 7,
et underrum i W,_;. Hvis dette underrum er lig med W,_; for alle j, sa er y en ordnet basis
for W, der giver anledning til en matrix, der repraesenterer W pa Jordans normalform, som vi
har set. Hvis ikke, sd lad j veere den mindste veerdi af j, siledes at dette underrum ikke er
hele W,_;, og definér & = e — f Lad sa wq,...,w,; € W; veere vektorer, saledes at

(Wl, Cen ,Wr’_L],Wl, . ,Wd, W1,871+1/]7, ce 'Wrg,f)
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er en ordnet basis for W;. Vi fortseetter pa samme mdade som for og definerer vektorer
Wi = (L—A-idy)/(W;), som vi tilfejer til v, og som vil give anledning til Jordanblokke af
storrelse € i matricen, der repreesenterer L.

Fortseetter vi pa denne mdde, vil vi ende med en ordnet basis 7, der giver anledning til en
matrix pd Jordans normalform, som repreesenterer restriktionen af L til W. [

Seetning 11.5.5
Lad F veere et legeme, V et endeligdimensionelt vektorrum og L : V — V. Antag,
at der eksisterer forskellige Ay,...,A, € F samt positive heltal m;,...,m,, sdledes at
p(Z2) = (=1)" - (Z — Aqy)™ ---(Z — A4)"™. Da kan den lineeere afbildning repreesenteres
ved en matrix pa formen

D(Aq) 0

0 | D(A,)

hvor hver matrix D(A;) € F™i*™i er p4 formen som i Lemma 11.5.4.

Bevis. Vi beviser seetningen med induktion pa antallet af egenverdier. Vi bruger den samme
notation for U og W som i Seetning 11.5.2. Hvisr = 1, er W = V og derfor L|yy = L.
Derfor folger resultatet fra Lemma 11.5.4. Lad nur > 1. Lad A = A, € F veere en
egenveerdi for L. Fra Lemma 11.5.4 konkluderer vi, at vi kan velge en ordnet basis for
W, séledes at L| er repreesenteret ved en blokdiagonalmatrix med Jordanblokke J,.(A,) i sin
diagonal. Yderligere har vi fra Korollar 11.5.3, at A, ikke er en egenveerdi for L|;;, mens det
karakteristiske polynomium for L|;; er en divisor af P, (Z). Derfor er induktionshypotesen
gyldig. O

Matricen givet i Seetning 11.5.5 siges at veere Jordans normalform af matricen A.

Korollar 11.5.6

Lad A € C"" veere en kompleks matrix. Da er A simileer med en matrix pd Jordans
normalform.

Bevis. Hvis vi arbejder over de komplekse tal, folger det fra Seetning 4.6.3, at pa(Z) kan
skrives som et produkt af dets ledende koefficient, som er (—1)", og led af formen Z — A.
Derfor geelder Seetning 11.5.5. O
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