llll Kapitel 12

Systemer af lineeere ordingere
differentialligninger af forste orden med
konstante koefficienter

I dette kapitel vil vi leere nogle familier af differentialligninger at kende. Differentialligninger
anvendes ofte til modellering af processer, der forekommer i naturen. De optraeder i naesten
alle omrader af anvendt eksakt videnskab, som (kvante)mekanik, (bio)kemi, dynamik i
biologiske systemer, bygningsteknik, studiet af elektriske komponenter og kredsleb og mange
flere. Teorien om differentialligninger er omfattende, og vi vil i denne tekst tage et forste
kig pa nogle seerlige tilfeelde. Inden vi gar i gang, vil vi fastseette et par konventioner og
notationsformer, som vi vil benytte i resten af dette kapitel.

Som vi har set i de forgdende kapitler, angiver en funktion f : A — B generelt en afbildning
mellem to meengder. I dette kapitel vil vi altid antage, at funktionens definitionsmeengde A
er meengden af reelle tal R. Hvis dispositionsmeaengden B er lig med R, vil vi kalde den en
reel funktion. Hvis B = C, er der tale om en kompleks funktion med reelt input. Bemeerk, at
man pa engelsk, hvis B = R, kalder funktionen en real-valued function, og hvis B = C, kalder
den en complex-valued function.

Bade reelle funktioner og komplekse funktioner med reelt input forekommer mange steder
i matematikken, iseer i analysen. De teknikker og veerktejer fra linezer algebra, som vi har
diskuteret hidtil i de foregdende kapitler, kan ogsa anvendes i analysen. Vi vil komme
til at se, hvordan veerktojer fra lineeer algebra kan benyttes til at lose bestemte typer af
differentialligninger. I grove treek kan man opfatte en differentialligning som en méde at
finde funktioner pd, der har yderligere egenskaber, som involverer funktionens afledte. Vi
forudseetter, at leeseren er bekendt med den afledte af en reel funktion. Nar en reel funktion
f:R — Rer givet, betegner vi ved f’ den afledte af f, forudsat at den eksisterer. Funktionen
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f": R — R er igen en reel funktion, og derfor kan man forsege at bestemme den afledte
af f'. Hvis den eksisterer, betegnes den typisk ved f” eller f(?). P4 denne méade kan man
rekursivt definere for n > 3, at funktionen f () . R — R er den afledte af f (n=1) ‘forudsat at
den eksisterer. Vi har set denne notation i Eksempel 9.3.4, hvor vi introducerede det reelle
vektorrum Ce (IR), som bestér af alle uendeligdifferentiable (reelle) funktioner. Man kan ogsé
skrive f0) = fog f (1) = f'. I teorien om reelle funktioner og komplekse funktioner med reelt
input er det ganske almindeligt at skrive en funktion som f(t) i stedet for at skrive f : R — R
(for reelle funktioner) eller f : R — C (for komplekse funktioner med reelt input). I resten af
dette afsnit vil vi ofte benytte denne skrivemade.

Lad os nu dykke ned i, hvad der menes med en n’te-ordens ordineer differentialligning.
Vi vil i resten af denne tekst ofte for nemheds skyld skrive ODE i stedet for ordineer
differentialligning, hvilket er en forkortelse for det tilsvarende engelske begreb “ordinary
differential equation”.

Definition 12.0.1

Lad 7 veere et naturligt tal. En n’te-ordens ordineer differentialligning (ODE) er en ligning pa
formen

F(f), ..., f (), f(t),£) =0,

hvor F er en funktion, der tager n + 2 variable som input.

En losning til en sddan ODE er en reel funktion f(t), sdledes at

F(f®(8),..., f' (1), f(£),8) = O
foralle t € R. Betragt som et forste lille eksempel folgende: funktionen f(t) = ¢’ er en losning
til ODE’en f'(t) — f(t) = 0, fordi der geelder, at (e')’ = e'. Vi kommer til at se mange flere
eksempler senere.

Der findes mange variationer og mere raffinerede definitioner. I nogle tilfeelde ensker man for
eksempel, at F(f")(t),..., f'(t), f(t),t) = 0 kun behever at gaelde for alle i en delmaengde
af R. Men alt, hvad vi behever pa dette tidspunkt, er en intuitiv forstdelse af, hvad en ODE
er, og derfor vil vi ikke gd i dybden med sddanne variationer her.

I denne tekst vil vi koncentrere os om en seerligt interessant type ODE, hvortil veerktojer fra
den linezere algebra kan anvendes, kaldet en linecer ODE. Lad os definerer en sddan i det
folgende:

Definition 12.0.2

En lineer ODE er en ligning pa formen L(f(t)) = q(t), hvor q(t) € C(R) er en funktion, og
L: Co(R) = Cxo(R) er en lineeer afbildning. Hvis g(t) er nulfunktionen, kaldes den linezere
ODE en homogen lineaer ODE, og ellers kaldes den en inhomogen linezer ODE.

Ogsa her findes variationer: lesningerne behever ikke nedvendigvis at veere uendeligdif-
ferentiable, ej heller definerede pd hele IR. Men som neaevnt vil vi ikke dykke ned i sddanne
detaljer i denne tekst men fremheever i stedet den linezere algebras rolle.
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Tager vi et tilbageblik pa den lineere afbildning fra Eksempel 10.2.8, der blev defineret
som L(f(t)) = f(t) — f'(t), ser vi nu, at den linesere ODE L(f(t)) = q(t) simpelthen
svarer til differentialligningen f'(t) — f(t) = g(t). Pointen med at studere linezere ODE’er i
forbindelse med linecer algebra er, at sa geelder Seetning 10.4.1, som kan beskrive strukturen
af lesningsmeengden. Lad os se pa nogle flere eksempler.

Eksempel 12.0.1

Er folgende ODE’er linezere eller ej? Afgor for de ODE’er, der er lineaere, om de er homogene
eller inhomogene.

(@) f7(t) +2f'(t) + f(t) = cos(t)
(b) €' - f'(t) +cos(t) - f(t) =0
© (f())*+f()=0

Svar:

(a) Den givne ODE er linezer med L(f(t)) = f"(t) +2f'(t) + f(t) og q(t) = cos(t). Da q(t)
ikke er nulfunktionen, er det en inhomogen lineser ODE.

(b) Den givne ODE er linezer med L(f(t)) = e’ - f'(t) + cos(t) - f(t) og q(t) = 0. Da q(t) er
nulfunktionen, er det en homogen linezer ODE.

(c) Den givne ODE er ikke lineer pa grund af leddet ( f'(t))>.

Man er ofte primeert interesseret i reelle funktioner som lesninger til en ODE, men nogle
gange er det praktisk ogsa at se pa lesninger, der er komplekse funktioner med reelt input.
For os vil hovedarsagen veere, at sddanne funktioner kan benyttes til at finde tilsvarende
reelle funktioner som lesninger til en ODE. Lad os derfor forklare, hvordan man bestemmer
den afledte af en kompleks funktion med reelt input. For en givet funktion f : R — C kan
man for ethvert t € R skrive f(t) = f1(t) +if2(t), hvor f1(t) = Re(f(t)) er realdelen af
f(t), 0g fo(t) = Im(f(t)) er imagineerdelen af f(t). P4 denne made giver enhver kompleks
funktion af typen f : R — C anledning til de to reelle funktioner Re(f) : R — R defineret
som t — Re(f(t)) og Im(f) : R — R defineret som ¢ — Im(f(#)). Omvendt kan vi, givet to
reelle funktioner f; : R — R og f> : R — IR, definere en kompleks funktion f = f; +i- f»
som t — fi(t) +i- fo(t). Hvis de afledte af f; og f» eksisterer, kan vi nemlig definere den
afledte af f som funktionen f’ = f] +i - f. Tilsvarende kan vi for ethvert ikke-negativt heltal
n definere den n'te-afledte som f(") = fl(”) +i- fz(”), forudsat at bade fl(") og fz(") eksisterer.
Med disse konventioner pa plads kan vi derfor ogsa tale om komplekse funktioner med reelt
input som lesninger til en ODE. Vi vil se eksempler pa saidanne losninger senere.

Efter denne korte introduktion til, hvad en lineaer ODE er, tager vi et kig pa nogle seerlige
tilfeelde og eksempler i de folgende afsnit.
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12.1 Lineaere forsteordens ODE’er

Som Definition 12.0.1 viser, udger en forsteordens ODE en relation mellem en funktion f ()
og dens afledte f'(t). For eksempel er f'(t) = f(t) en forsteordens ODE, men ogsé et mere
kompliceret udtryk som

sin(f()f' (1) = f'(t)* +¢'

er en forsteordens ODE. For at bringe disse eksempler pa formen som i Definition 12.0.1,
omskriver vi blot udtrykkene, sa hejresiden bliver lig nul. For eksempel kan det forstnaevnte
udtryk i forrige seetning skrives som f’(t) — f(t) = 0, mens det andetnaevnte kan skrives som
sin(f(t)f'(t)) — f'(t)* — ' = 0. Lad os gennemga et par eksempler pa forsteordens ODFEer.

Eksempel 12.1.1
Undersog, om funktionen f(t) = e

@ F(t) —2f(t) =0
(b) f(t)2 —4f(t) = 0
(© In(f'(t) — In(£(t)) = In(2)

?! er en losning til en af folgende ODE’er:

Svar:

(a) Ved anvendelse af keedereglen far vi, at f/(t) = (e*)" = e*(2t)" = ¢?2 = 2¢*. Derfor
geelder der, at
f(t) —2f(t) = 2¢* —2¢* = 0.

Vi konkluderer, at funktionen f(t) = ¢* er en losning til ODE’en f'(t) = 2f(t).
(b) Vi har set, at f’(t) = 2¢*. Derfor geelder der, at
(1% —4f(t) = (26%)% — 4e? = 4(e*)? — 4e? = 4e* — 4e* #£ 0.
Derfor er funktionen f(t) = e? ikke en losning til ODE’en f'(t)? — 4f(t) = 0.
(c) Hvis f(t) = €%, far vi, at
In(f'(t)) — In(f(t)) = In(2¢*") — In(e*) = In(2) 4 In(e*") — In(e*) = In(2),

s& funktionen f(t) = e* er en lesning til ODE’en In(f'(t)) — In(f(t)) = In(2).

Lad os tage endnu et kig pd ODE’en f'(t) = f(t). Vi neevnte tidligere, at funktionen f(t) = ¢!
er en losning til denne ODE. Men den er ikke den eneste losning. For eksempel opfylder begge
funktionerne f(t) = 2¢! og f(t) = —5e’ 0ogs§, at f'(t) = f(t). Faktisk er enhver funktion pa
formen f(t) = ¢ - ¢!, hvor ¢ € R er en konstant, en lgsning til ODE’en f'(t) = f(#).
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Man kan vise, at enhver losning til ODE’en f'(t) = f(t) er p& formen f(t) = c-¢!. En
sadan beskrivelse af alle de mulige losninger til en ODE kaldes dens fuldstendige losning. Vi
benyttede begrebet fuldsteendig losning pd en lignende mdde, da vi beskrev losninger til
systemer af linecere ligninger i et tidligere kapitel. Ved brug af denne terminologi kan vi sige,
at den fuldsteendige losning til ODE’en f'(t) = f(t) er givet ved f(t) = c- ¢!, hvorc € R.

Det kan veere sveert at finde et eksplicit udtryk for den fuldsteendige losning til en ODE. Men
for nogle klasser af ODE’er er det muligt. Vi vil nu se pa en sddan klasse. En ODE pa formen

fit) =a()f(t) +q(t), (12.1)

hvor a(t) og q(t) er funktioner i variablen ¢, kaldes en linear forsteordens ODE. Bemeerk, at
funktionen ¢(t) pa engelsk kaldes forcing function. Da der ikke findes et tilsvarende ofte-
benyttet dansk begreb, vil vii denne tekst benytte det engelske begreb i danske sammenhaenge
ogsa. En ODE som i Ligning (12.1) er faktisk linezer ifelge Definition 12.0.2: veelg blot en
linezer afbildning defineret som L(f(t)) = f'(t) — a(t) f(t) samt en funktion g(t) som givet,
og sa viser ligningen L(f(t)) = q(t), at f'(t) —a(t)f(t) = q(t), hvilket er aekvivalent med
ligningen /(1) = a(t)f (1) +q(t).

Som et eksempel er ODE’en f'(t) = f(t) en lineeer forsteordens ODE: veelg blot 2 : R — R
som funktionen defineret ved t — 1 og g : R — R som funktionen defineret ved ¢ — 0, og
Ligning (12.1) er hermed reduceret til ligningen f'(t) = f(t).

Ifelge Definition 12.0.2 kaldes ODE’en fra Ligning (12.1) homogen, hvis dens forcing function
q(t) er nulfunktionen, og ellers inhomogen.

Det viser sig, at man kan opstille en formel for den fuldsteendige losning til en lineaer
forsteordens ODE. Lad os forst f overblik over notation og begreber, som vi vil benytte til
denne formel: vi vil ved P(t) betegne en stamfunktion for funktionen a(t), hvilket vil sige en
funktion, der opfylder P'(t) = a(t). Bemeerk, at det tilsvarende engelske begreb er primitive
function, alternativt antiderivative. Vi vil 0gsa i resten af dette afsnit antage, at funktionen a(t)
har en sddan stamfunktion. Det bliver desuden nedvendigt for os at antage, at funktionen
eP")g(t) har en stamfunktion. Man kan vise, at disse antagelser er sande, hvis for eksempel
bade funktionen a(t) og q(t) er differentiable. Er alt dette opfyldt, kan vi opstille folgende
resultat:

Saetning 12.1.1
Den fuldsteendige losning til ODE’en f'(t) = a(t) f(t) + q(t) er givet ved

Bevis. Husk, at P'(t) = a(t). Ved forst at benytte produktreglen og derefter keedereglen far
vi, at
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Derfor geelder folgende:
f1(0) = a(®)f(8) +q(t) & e POf (1) — e PWa(t) f() = e (1)

/

& (eTPOf(n)) = e g()

O]

Nér man udregner integralet i Seetning 12.1.1, ber man ikke glemme integrationskonstanten,
da denne konstant er nedvendig, ndr man finder den fuldsteendige losning. Lad os se pa
nogle eksempler.

Eksempel 12.1.2
Bestem den fuldsteendige losning til folgende ODE’er:

@ f'(t) = f(t)

(b) f'(t) = —sin(t)f(t) + sin(t)

(© f'(t)=—t"1f(t)+1, med t >0
Svar:

(a) Ved omskrivning af f'(t) = f(t) som f'(t) — f(t) = 0 ser vi, at vi kan anvende Seetning
12.1.1 ved at benytte a(t) = 1 og q(t) = 0. En stamfunktion til a(t) = 1 er for eksempel
givet ved P(t) = t. Da far vi, at den fuldsteendige losning er givet ved

f(t) :et/e_tOdt:et/Odt:etc:cet‘

Dette stemmer overens med den fuldsteendige losning, vi fandt tidligere for denne
ODE.

(b) Vi kan benytte Seetning 12.1.1 med a(t) = —sin(t) og q(t) = sin(t). Vi kan veelge
P(t) = cos(t), og vi far derved den enskede fuldsteendige losning til at veere

f(f) _ ecos(t) /e— cos(t) sin(t)dt _ ecos(t) (e—cos(t) + C) =1+ Cecos(t)‘

(c) Seetning 12.1.1 kan benyttes med a(t) = —t ! = —1/togg(t) = 1. Dat > 0,
betyder det, at vi kan velge P(t) = —In(t). Den fuldstendige losning til ODE’en
f'(t) = —t~1f(t) + 1 bliver s&

£y =m0 [ Ot = (17670) [ rar = % @tz +c> =+
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Et vigtigt seertilfeelde af Seetning 12.1.1 er, nar funktionen a er en konstant funktion, som vi
kan betegne a(t) = ag for alle t. Da bliver Seetning 12.1.1 simplere at arbejde med, hvilket
tydeliggores i folgende korollar.

Korollar 12.1.2

Lad a9 € R, og lad g(t) veere en differentiabel, reel funktion. Da har ODE’en f'(t) =
aof(t) +q(t) den fuldsteendige losning f(t) = e®" [ e~%!q(t)dt. Mere konkret, hvis Q(t) er en
stamfunktion til e~%g(t), kan den fuldsteendige losning skrives som f(t) = ¢ - e + ¢! Q(t),
hvor c € R er vilkérlig.

Som neevnt tidligere anvendes ODE’er til at modellere processer, der forekommer i naturen.
Den fuldsteendige losning til en ODE beskriver alle mulighederne for processens opfersel. For
at finde ud af, hvilken af mulighederne der er den rigtige i en given situation, har man brug
for yderligere information, som man normalt kan opnd ved at udfere malinger. En mulighed
er at beskrive opferslen af funktionen f for en specifik veerdi af variablen f. Man kunne
forestille sig, at man maler den preecise tilstand af processen i begyndelsen af et eksperiment.
Matematisk set vil vi gore dette ved at opstille en begyndelsesveerdibetingelse, det vil sige en
betingelse pa formen f(tyg) = yo pafert en funktion f(t). Bemeerk, at det tilsvarende engelske
begreb er initial-value condition.

Definition 12.1.1

Givet en reel funktion f(t) og reelle tal fy og yo, saledes at f(tp) = yo. Da siges funktionen
f(t) at opfylde begyndelsesveerdibetingelsen f(ty) = yo.

Det viser sig, at en funktion f : R — R i mange interessante anvendelser er fuldsteendig
bestemt, hvis den opfylder bade en forsteordens ODE og en begyndelsesvardibetingelse.
Lad os give en beskrivelse af situationen for generelle ODFE’er.

Definition 12.1.2
Lad f(t) veere en reel funktion, der opfylder folgende:

(i) f(t) er en losning til en n’te-ordens ODE F(f(")(¢t), ..., f'(t), f(t),t) = 0.

(i) f(t) opfylder alle begyndelsesveerdibetingelserne f(tp) = yo,f'(t0) =
Y1, - ..,f(”_l)(to) = y,_1 for givne ty € R og veerdier yo,y1,...,¥n—1 € R.

Samlet kaldes disse to betingelser et begyndelsesvaerdiproblem. Funktionen f(t) siges at veere
en lgsning pa begyndelsesveerdiproblemet.

For en forsteordens ODE F(f'(t), f(t),t) = 0 svarer dette til at sige, at f(¢) er en losning pa
begyndelsesverdiproblemet, hvis det opfylder, at bade

() F(f(£), f(t),t) =0, 08
(ii) f(to) = yo for givne ty € R og en veerdi yo.
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Derfor er Definition 12.1.1 blot et seertilfeelde af Definition 12.1.2, nemlig det tilfeelde hvor
n=1.

Strategien til at lose et begyndelsesveerdiproblem folger ofte samme monster. Forst
bestemmes den fuldsteendige losning til den givne ODE. Denne fuldsteendige losning
vil indeholde nogle parametre. Lad os kalde en sddan parameter c. Derefter benyttes
begyndelsesverdibetingelsen til at bestemme c. Den resulterende funktion er den enskede
losning. Lad os se pa to eksempler med forsteordens ODFE’er.

Eksempel 12.1.3

Los folgende begyndelsesveerdiproblemer. Det vil sige, bestem i hvert tilfaelde den funktion
f(t), som opfylder

(a) ODFE’en f'(t) = f(t) og begyndelsesveerdibetingelsen f(0) = 7.
(b) ODE’en f'(t) + sin(t) f(t) = sin(t) og begyndelsesveerdibetingelsen f(7r) = 2.

Svar:
Bemeerk, at vi allerede har bestemt den fuldsteendige losning til de givne to ODE’er i
Eksempel 12.1.2. Lad os nu se pa hvert begyndelsesveerdiproblem separat.

(a) Vi har allerede set, at den fuldsteendige lesning til f/(t) = f(t) er givet ved f(t) = ce’.
Tricket er nu at evaluere f(f) i 0 og sammenligne resultatet med begyndelsesveerdi-
betingelsen. Vi fér, at f(0) = ¢, men ifelge begyndelsesverdibetingelsen skal vi have
f(0) = 7. Dette betyder, at c = 7. Nu hvor vi kender ¢, har vi, at den enskede funktion
f R — Rer givet ved

f(t) ="7¢.

(b) Den fuldsteendige losning er i dette tilfeelde givet ved f(t) = 1+ ce®("). Ved at benytte
begyndelsesveerdibetingelsen far vi, at 2 = f(rr) = 1+ ce®(™ = 1+ ce~!. Dette
betyder, at ce~! = 1, og derfor ¢ = e. Dermed er den enskede funktion f : R — R givet

ved
ft)=1+e- ee0s(t) — 1 4 pltcos(t)

For vi gar i dybden med mere generelle ODE’er, bor vi forst etablere en fin egenskab ved
den komplekse eksponentialfunktion. Vi ved, at den afledte af den reelle funktion f(t) = e
blot er f'(t) = Ae for ethvert A € R. Det viser sig, at dette ogsa geelder for den komplekse
eksponentialfunktion:

Lemma 12.1.3

Lad A € C, og betragt den komplekse funktion med reelt input f : R — C defineret som
f(t) = e)‘t).\ Da geelder der, at Re(f) = eReW! cos(Im(A)t), Im(f) = eReMtsin(Im(A)t), og
f/(t) = AeM.
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Bevis. Lad os skrive A = Ay 4 i\, pa rektanguleer form. Da har vi for ethvert t € R

e)\t — e)uluri-/\zt

— e)th . ei~/\2t
eMt. (cos(Agt) +i-sin(Aat))

= eMlcos(Agt) +i-eMisin(Ayt)).

Dette viser, at realdelen af udtrykket f(t) = ¢! er givet ved Re(f(t)) = eM! cos(Ayt), mens
imaginzerdelen er givet ved Im(f(t)) = eMfsin(A,t). Nu seetter vi f/(t) = (Re(f(t))) +
(Im(f(t)))’. Ved at benytte produkt- og keedereglen til at beregne Re(f())’ og Im(f(t))’, far

vi

fi(t) = Re(f(t)) +i-Im(f(t))’

(eMfcos(Aat)) +i- (eM!sin(Aqt))

(eMf A1 cos(Aat) + Mt (= sin(Agt))Ap) +i- (eMA; sin(Axt) + €M cos(Aat)As)
= (A1 4ir)eMcos(Aat) + (—Ag +iAp)eM! sin(Aat)

(A +iAp)eM! (cos(Aat) 4 isin(Aqt))

(/\1 + Z)Lz) Altemzt

= AeM.

Denne seetning vil vise sig seerdeles nyttig, ndr vi senere skal finde losninger til visse typer
ODF’er.

12.2 Systemer af lineeere forsteordens ODE’er med konstante
koefficienter

I det forrige afsnit arbejdede vi med linecere forsteordens ODE’er. Nu tager vi fat pa systemer
af sadanne ODE’er, men vi vil kun betragte scenarier, hvor alle de funktioner, der optreeder
som koefficienter, er konstante. Vi vil i neeste afsnit vise, at visse hgjereordens ODE’er kan
loses ved hjeelp af teorien fra dette afsnit.

Definition 12.2.1
Lad n > 0 veere et heltal, q1(t), ..., qu(t) reelle differentiable funktioner, og A € R"*" en
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matrix. Da er et system af linezere forsteordens ODE’er en ligning pa formen

£1(8) f1(t) q1(t)
0|, fz@ N [h.(t) (12.2)
(1) fu(t) qn(t)

Matricen A kaldes koefficientmatricen for systemet, mens funktionerne g1 (t),...,q,(t) pa
engelsk kaldes systemets forcing functions. Hvis alle disse forcing functions g1 (t),...,q.(t) er
lig med nulfunktionen, kaldes systemet af ODE’er homogent, og ellers kaldes det inhomogent.
En losning til et inhomogent system af lineeere forsteordens ODE’er kaldes en partikuler
losning.

Eksempel 12.2.1
Folgende system af linezere forsteordens ODE’er er givet:

/ t
AG 211 AG e (12.3)
(1) 0 2 f(#) 0
(a) Er det givne system af ODE’er i Ligning (12.3) homogent eller inhomogent?

(b) Er (fi(t), f2(t)) = (e*,0) en losning til Ligning (12.3)?

(c) Er (fi(t), f2(t)) = (—¢',0) en losning til Ligning (12.3)?

Svar:

(a) Systemet af ODE’er i Ligning (12.3) er inhomogent. Dette konkluderer vi hurtigt
ved at se pa systemets forcing functions g, (f) og g1(t). Selvom funktionen ¢ (t) er
nulfunktionen, er funktionen ¢;(¢) det ikke. For et homogent system skal alle dets
forcing functions veere nulfunktionen.

(b) Hvis (f1(t), f2(t)) = (eZt,O), sa er
[fl/(t)] !( t)/] [ t]’
f(t) 0 0

2 1| | A®) et | | 2-e¥+1-0 N et |
02 f(b) 0| |0-e2+2.0 0|

Derfor er (f1(t), f2(t)) = (¢*,0) ikke en lesning til Ligning (12.3).

0g

202 4 ¢t
0

_|_
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(c) Hvis (f1(t), f2(t)) = (—¢',0), daer

0g

ef]: [2'(—€t)+1-0]+[et]:[—et]'
0 0.(_et)—|—2-0 0 0

Derfor er (f1(t), f2(t)) = (—¢,0) en lesning til Ligning (12.3). Jeevnfer definitionen kan
vi derfor kalde den en partikuleer losning til differentialligningssystemet.

)
0 2 fa(t)

Vi vil nu beskrive strukturen af losningerne til systemer af lineaere forsteordens ODE’er,
hvilket gores lidt pd samme mdde, som vi gjorde for systemer af lineaere ligninger.

Saetning 12.2.1

Lad et inhomogent system af ODE’er som i Ligning (12.2) veere givet, og antag, at
(91(t),82(¢),...,8n(t)) er en partikuleer losning til dette system. Da er enhver anden losning
(§1(t),82(¢),...,8n(t)) til Ligning (12.2) pa formen

n(t) &n(t) fa(t)

hvor (f1(t), f2(t),..., fa(t)) er en losning til det homogene system af ODE’er, der svarer til
Ligning (12.2):

fi(t) fi(t)
f 2:(” =A- fz:(t) . (12.4)
@) fu(t)

Bevis. Antag, at ($1(t), 32(t),...,3n(t)) er en vilkarlig losning til Ligning (12.2). Da viser en
direkte beregning, at (g1 (t) — g1(t), $2(t) — g2(t), ..., 8n(t) — gn(t)) opfylder Ligning (12.4).
Hvis vi derefter definerer f;(t) = §;i(t) — gi(t) fori =1,...,n,ser vi, at (§1(t), §2(t),...,§n(t))
kan skrives som angivet i seetningen.

Omvendt, hvis (f1(t), f2(t),..., fu(t)) er enlosning til det homogene system fra Ligning (12.4),
viser en direkte beregning, at (g1(t) + fi(t), g2(t) + fa(t),...,gn(t) + fu(t)) er en losning til
det inhomogene system fra Ligning (12.2). O
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Algoritmisk betyder dette, at vi for at lose et inhomogent system af ODE’er som i Ligning
(12.2) skal finde en partikuleer losning dertil og derefter alle losninger til det tilsvarende
homogene system af ODE’er givet i Ligning (12.4). Konceptuelt kan man forsta Seetning
12.2.1 pa en anden méde. Lad C(R) veere vektorrummet fra Eksempel 9.3.4. Det bestér af
alle funktioner med definitionsmeengde og dispositionsmeengde R, der kan differentieres
vilkérligt ofte. Betragt for en givet matrix A € R"*" afbildningen Ly : Coo(R)" — Coo(RR)"
defineret ved

fi(t)

La f2@ e Y U e (12.5)

fu(t) fu(t) fu(t)

Man kan vise, at Lo er en lineaer afbildning mellem reelle vektorrum. Kernen af denne
afbildning er netop lesningsmeengden til det homogene system af ODE’er i Ligning (12.4).
Denne observation er en generalisering af det, vi allerede har set i Eksempel 10.2.8. En
partikuleer losning er blot en vektor v, = (g1(t),82(t),...,8u(t)) € Co(R)", der opfylder, at
La(vp) = (q1(t),...,qu(t)). Derfor er Setning 12.2.1 blot et seertilfeelde af andet punkt
i Seetning 10.4.1. Bemezerk, da kernen af enhver linecer afbildning er et underrum, at
losningsmeengden til et homogent system af lineeere forsteordens ODE’er (med konstante
koefficienter) faktisk er et vektorrum over de reelle tal, da det er kernen af den linezere
afbildning La. Et meget nyttigt faktum, som vi ikke vil bevise her, er, at dette vektorrum
har endelig dimension, som vi kan kalde n. Det er nyttigt at vide, da det betyder, at for at
beskrive alle losninger til systemet i Ligning (12.4) er det nok at finde en basis, altsa n linecert
uaftheengige lasninger. Vi vil benytte dette frit senere. Hvad vi primeert vil fokusere pd i resten
af dette afsnit, er, hvordan man finder en sddan basis. Begrebet fuldsteendig lesning, som
vi er stedt pd igen i Afsnit 12.1 for lineaere forsteordens ODE’er, kan nu generaliseres som
folger:

Definition 12.2.2
Lad A € R"*" veere givet. Den fuldstendige losning til de homogene ODE’er

o) fu(t)
er et udtryk pa formen
c1-vi+--+cu-Vy, C1,...,cn €ER,

hvor (vy,...,v,) er en ordnet basis for kernen af den lineaere afbildning La : Co(R)" —
Co(R)" defineret i Ligning (12.5). Hvis g1(f),...,qa(t) er forcing functions (der ikke alle
er nulfunktionen), og v, = (g1(t),...,8u(t)) € Cx(R)" er en partikuleer losning til det
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inhomogene system af ODE’er

fi(t) fi(t) q1(t)
L) | _ N fz.(f) N q2(t) ’
fu(t) fu(t) n(t)

sa er den fuldsteendige losning til det inhomogene system et udtryk pa formen
Vp+C1'V1+'-'—|—Cn'Vn, c1,--.,61 € R.

Et forste vigtigt trick herefter er at anvende teorien om egenveerdier og egenvektorer for
matricen A, hvilket vi ser i folgende lemma.

Lemma 12.2.2

Lad A € R"*" veere en matrix, og antag, at v = (v1,...,v,) € R" er en egenvektor for A med
egenveerdi A € R. Da opfylder vektoren af funktioner

f](t) ’016“
fz(t) - Uze/\t
fu(t) v, eM
det homogene system af ODE’er
fi(t) fi(t)
le.(t) A fz‘(f)
n(t) fu(t)
Bevis. P& den ene side har vi
fi(t) vy (eM)’ v\ eM vieM f1(t)
fﬁ(t) (%) (e“)’ Uz)te/\t UzEM fz(t)
. = . = . = A . = A .
f,’l(t) vn(f;M)’ vn/ieM vn;“ fn-(t)
Pa den anden side har vi
fi(t) v1e 01 01 fi(t)
A- fz'(f) —A- vsz)‘t —A- 0.2 LM — U.Z My fZ'(t)

fn.(t) Un‘eM U‘n Z’.n fn'(t)
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O]

Eksempel 12.2.2
Lad

A=

2 1
02]
Find en losning til det homogene system af lineaere forsteordens ODE’er med koefficientmatrix

A.

Svar:
Vi bliver bedt om at finde en lesning til det folgende system af ODFE’er:

!
[fl,(t) ] _ [2 ! ] : [fl(t) ] (12.6)
f(t) 0 2 fa(t)
Med Lemma 12.2.2 i tankerne leegger vi ud med at finde en egenverdi og tilherende
egenvektor for den givne matrix A. Det karakteristiske polynomium for A er:

pa(Z) = det(A — AL) :det<[ ZBA ziA D —(2—A2=(A—22

Dermed er 2 den eneste egenveerdi, matricen A har. For at finde en egenvektor for A
tilherende egenveerdien 2 skal vi finde en vektor forskellig fra nulvektoren, der tilherer
kernen af matricen A — 2I,. Vi bestemmer kernen ved at reducere A — 21, til sin reducerede
trappeform, men det viser sig i dette seertilfeelde, at den allerede er pa reduceret trappeform:

A-2I, = 01 .
00

Vi konkluderer med det samme, at ker(A — 2I,) er et endimensionelt vektorrum med en basis
givet ved for eksempel
1
0 .
Nu medferer Lemma 12.2.2, at
fl (t) B 1 eZt B eZt
f2 (t) 0€2t 0
er en lesning til Ligning (12.6).

Det er tilstraekkeligt at benytte egenvektorer som i Lemma 12.2.2 til at bestemme den
fuldsteendige losning til Ligning (12.4), ndr matricen A kan diagonaliseres. Husk p4, at
dette svarer til at sige, at der eksisterer en invertibel matrix Q, sdledes at Q71 - A - Q er
en diagonalmatrix. Mere preecist sd vi i forrige kapitel, at sojlerne i matricen Q er linecert
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uathengige egenvektorer for matricen A. Hvis disse sejler tilhorer egenveerdier A4, ..., A,, sd
har vi faktisk Q"1 - A-Q = A, hvor A er diagonalmatricen med egenveerdierne Ay, ..., A, i
sin diagonal.

Satning 12.2.3

Antag, at A € R"*" er en diagonalisérbar matrix. Mere preecist, lad Q vaere en invertibel
matrix, siledes at Q! - A - Q er diagonalmatricen med egenveerdierne Ay,..., A, i sin
diagonal. S& har det homogene system af ODE’er i Ligning (12.4) den fuldsteendige losning

fi(t) cp - Mt

t c .e)\zt
fZ() =Q- 2' , C1,...,c5 €ER.
f”l(t) Cn'e/\"t

Bevis. Bemeerk forst, at systemet i Ligning (12.4) er eekvivalent med systemet

i) A)
Qil' fz/(t) :Qfl'A'Q‘Qil' fz(t)
fa(t) fult)
Definerer vi _
Ai(t) f(t)
LB | g | 2O (12.7)
JAG) fu(t)
ser vi, at (f1(t),..., fu(t)) er en losning til systemet i Ligning (12.4), hvis og kun hvis
fi) A®)
fz:(t) _0'.A.0. fZ:(t) ' (12.8)
fult) fa®)

Men da matricen Q7! - A-Q er en diagonalmatrix med diagonalelementerne Ay,..., Ay,
reduceres systemet i Ligning (12.8) blot til systemet af differentialligningerne givet ved
) =21 A1), fo(t) = Ao~ falt), ..., fa(t) = Ay - fu(t). Hver af disse differentialligninger
er en homogen lineeer ODE af forste orden og kan derfor loses individuelt ved hjeelp af
Seetning 12.1.1. Resultatet er, at f;(t) = c; - " fori = 1,...,n 0og ¢; € R. Med andre ord

fi(t) c1 - eMt
fz(t) co - et

fn‘(t) Cn -‘e)‘nt
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Men sa folger udsagnet i seetningen ved brug af Ligning (12.7). O

En direkte konsekvens af seetningen er folgende alternative beskrivelse af den fuldstendige
losning.

Korollar 12.2.4

Antag, at A € R"*" er en diagonalisérbar matrix. Mere preecist, lad (vy,...,v,) veere en
ordnet basis for IR” bestdende af egenvektorer for A, der svarer til egenveerdierne Aq,...,A,.
Sa har det homogene system i Ligning (12.4) den fuldsteendige losning

Ant
7

c1-viet 4oy Ve c1,...,cn € R.

Bevis. Lad Q veere matricen med sejler bestdende af egenvektorerne vy,...,v,. Daer Q
en invertibel matrix, der opfylder, at Q! - A - Q er en diagonalmatrix med egenverdierne
A1, ..., Ay isin diagonal. Ved at anvende Seetning 12.2.3 felger korollaret. O

Bemeerk, at Seetning 12.2.3 og Korollar 12.2.4 tillader, at egenveerdier kan optraede flere gange.
Med andre ord: vi tillader tilfeelde, hvor den algebraiske multiplicitet af egenveerdierne er
storre end én. Da vi ogsd antager, at matricen A er diagonalisérbar, skal den algebraiske
og geometriske multiplicitet af en egenveerdi dog veere ens. Derfor vil setningen ikke
veere anvendelig, hvis nogle egenverdier for A har en mindre geometrisk multiplicitet end
algebraisk multiplicitet.

Eksempel 12.2.3

Lad
2 0 00
A— 02 00
0 0 01
0 010

S er pa(Z) = (Z—2)?-(Z>-1) = (Z—-2)?>-(Z—-1)-(Z +1). Derfor har A de tre
egenveerdier 2, 1 og —1 med algebraiske multipliciteter henholdsvis 2, 1 og 1. Man kan
vise, at baser for egenrummene E;, E; og E_; kan gives ved

o
aQ

1
-1

S O O =
S O = O
= o= O O

Bemeerk, at den geometriske og algebraiske multiplicitet er den samme for hver egenveerdi.
Ved at benytte Korollar 12.2.4 ser vi, at den fuldsteendige losning til systemet af lineaere
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forsteordens ODE’er

f1(®) 2 000 fi(t)
)| _ 10200 fa(t)
f3() 0001 f3(t)
fi(t) 0010 fa(t)
er
fl(t) 1 0 0 0 C1€2t
2t
() —a |2t | 2tal|? | ta et = c2¢
f3(t) 0 0 1 czel + cqe™!
fa(t) 0 0 1 —1 czet — cqet

hvor ¢1,¢3,¢3,¢c4 € R.

For vi gar videre til tilfeelde, hvor matricen A ikke kan diagonaliseres, ber vi naevne, at
man ogsa for systemer af differentialligninger som dem, vi har undersogt her, kan opstille
begyndelsesverdibetingelser svarende til dem, vi definerede i Definition 12.1.1.

Definition 12.2.3

Givet reelle funktioner fi(t),..., fu(t), etreelt tal ty og reelle tal 1, . . ., y,, séledes at f;(ty) = y;
fori=1,...,n. Da siges funktionerne fi(f),..., fu(t) at opfylde begyndelsesveerdibetingelserne

fi(to) =yifori=1,...,n.

Det viser sig, at systemet i Ligning (12.4) har netop én losning, der opfylder begyndelsesvaerdi-
betingelserne som angivet i Definition 12.2.3. At bestemme denne losning kan gores ved forst
at bestemme den fuldsteendige losning til systemet i Ligning (12.4) og derefter at bestemme
veerdierne af konstanterne cy, ..., c,;, der forekommer i den fuldsteendige losning, saledes at
begyndelsesverdibetingelserne opfyldes. Vi giver et lille eksempel.

Eksempel 12.2.4

Lad os betragte det samme system af differentialligninger som i Eksempel 12.2.3. Der sa vi, at
den fuldsteendige losning var givet ved

fl(t) 1 0 0 0 C1€2t

2t
A | _ S R I I L R NP et = c2¢
f3(t) 0 0 1 1 czef + cqet
fa(t) 0 0 1 —1 czet — cqet

hvor ¢1,¢3,¢3,¢c4 € R.

Spergsmail: Bestem den losning, der opfylder begyndelsesveerdibetingelserne f1(0) = 1,
£2(0) =2, f3(0) = 3 og fa(0) = 4.

Svar: Ved at seette t = 0 i den fuldsteendige losning og benytte de givne begyndelsesveerdi-
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betingelser, far vi, at konstanterne cy, ¢, c3 0g c4 skal opfylde

C1 1
Co o 2
c3+cy |3
C3 — Cy4 4
Dette medferer, at
C1 | 1
Co . 2
C3+ ¢4 - 7/2
€3 —Cy | —-1/2
Derfor er den losning, vi leder efter, folgende:
IO I
L) | _ 2¢%
ft) || (7t —e)/2
fa(t) | (7e +e7h)/2

Vi vender nu tilbage til studiet af systemet i Ligning (12.4). Kravet i Seetning 12.2.3 om, at der
eksisterer en basis af egenvektorer, kan risikere ikke at veere opfyldt. Det kan for eksempel ske,
hvis det karakteristisk polynomium pa (Z) ikke kan skrives som et produkt af polynomier
af grad én. Med andre ord: pa(Z) kan have komplekse, ikke-reelle radder. Den folgende
setning udvider Seetning 12.2.3, s& sddanne scenarier er deekket ind.

Seaetning 12.2.5

Lad A € C"*" veere en matrix, og lad (vy,...,v,) veere en ordnet basis for C" bestdende af
egenvektorer for A, der tilherer (muligvis ikke-reelle) egenveerdier Ay, ..., A,;. Da har det
homogene system af ODE’er i Ligning (12.4) over de komplekse tal den fuldsteendige losning

c1-vieMt -ty Ve, cp,...,cn €C.

Bevis. Vi udelader detaljerne i beviset og naevner blot, at beviset praktisk talt er identisk med
beviserne for Seetning 12.2.3 og Korollar 12.2.4. Den eneste forskel er, at vi nu arbejder over
de komplekse tal. Bemeerk, at Lemma 12.1.3 garanterer, at (e*)’ = Ae! ogsd for A € C. [

Antag nu, at A € R"*", men at dens karakteristiske polynomium pa(Z) har komplekse
redder. Vi kunne betragte A som en matrix i C"*" og anvende Seetning 12.2.5 til at bestemme
den fuldstendige losning. Problemet med dette vil dog veere, at vi sd finder den fuldsteendige
losning til Ligning 12.4 bestaende af komplekse funktioner med reelt input. Man er ofte mere
interesseret i en fuldsteendig losning af reelle funktioner i stedet. Heldigvis kan dette opnas
med nogle fa tricks. Det vigtigste trick er, at da ps(Z) har koefficienter i R, hvis A € R"*",



Kapitel 12 ||| 12.2 SYSTEMER AF LINEARE FORSTEORDENS ODE’ER MED KONSTANTE
KOEFFICIENTER 263

sa forekommer alle ikke-reelle rodder i par: hvis 4 € C\ R er enrod, s er ogsa i € C en
rod, hvor 7i betegner den komplekst konjugerede af i (se Lemma 4.3.3). Specifikt kan de
reelle radder i pa (Z) arrangeres pa formen Ay, ..., A, og de komplekse, ikke-reelle redder pa
formen 1, ..., us, fiy, ..., iy Derfor har vi n = r + 2s, hvor vi blot gentager en rod m gange,
hvis den forekommer med multiplicitet 7. Lad os illustrere dette med et eksempel.

Eksempel 12.2.5

Antag, at pa(Z) = (Z—1) - (Z —2)%- (Z? +1)? for en matrix A € R”*”. Da er redderne i
dette polynomium 1, 2 med multiplicitet 3 og i samt —i, begge med multiplicitet 2. Der er
to reelle redder, nemlig 1 og 2, men hvis vi betragter disse redder med deres multiplicitet,
skal vi gentage roden 2 tre gange. Derfor er Ay = 1, A = 2, A3 = 2 og A4 = 2. Der er to
komplekse, ikke-reelle radder i og —i, som begge skal gentages to gange. Derfor har vi y; =i
og up = i samt deraf ogsa ji; = —i og ji, = —i. I dette tilfeelde har vi altsd r = 3 og s = 2.

For at kunne beskrive den fuldsteendige losning til Ligning (12.4) i tilfeelde af ikke-reelle
redder i pa(Z), vil det veere praktisk at definere den komplekst konjugerede af en vektor
w € C" hvisw = (wy,...,wy), s er W = (W, ..., Wy). Pointen her er, at hvis A € R"*",
og A-w = yu-wfornoglew € C"og u € C\R, sa ser vi, nar vi tager den komplekst
konjugerede (og udnytter, at elementerne i A er reelle tal), at A - w = 77 - w. Med dette in
mente medforer Seetning 12.2.5 felgende:

Korollar 12.2.6

Antag, at A € R"*", og at rodderne i dets karakteristiske polynomium p4 (Z) er arrangeret
med multiplicitet som Ay, ..., A, € Rog u1, ..., s, Hy, ..., i, hvor py, ..., us € C\ R. Antag
yderligere, at der eksisterer vektorer v; € R" fori = 1,...,sogw; € C" forj = 1,...,5,
sdledes at folgende er opfyldt:

(i) A-vi=A;-vifori=1,...,r,
(i) A-wj=p;j-wjforj=1,...,s,
(iii) vektorerne vq,...,V,, W1,..., Ws, Wq,...,Ws danner en ordnet basis for C".
Sa har det homogene system af ODE’er i Ligning (12.4) den fuldsteendige losning

cr-vieMt oo vieeM 4 e - Re(wieM!) + - ¢ - Re(wietst) +

Crisi1 - Im(wieM) + -+ ¢, - Im(wgets'), c1,...,cn €R.

Bevis. Nar matricen A opfattes som en matrix over C, er egenveerdierne af A givet ved

My, Ay, oo s, ey v e

Derfor medferer Seetning 12.2.5, at

Mt A
,.

vieMt o veeMt wiettt L wsetst wett, L wigelst
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danner en basis for lesningerne til Ligning (12.4), ndr man arbejder over C. For at opna
en basis for denne maengde losninger, nar man arbejder over R, justerer vi basen. Forst
og fremmest er losningerne v; eMt ..., v,eMt allerede reelle funktioner, s& ingen eendring er
nedvendig for disse. Givet et par af komplekse funktioner med reelt input som lesninger,
w]-ert og Wje”ft for et j, kan vi erstatte dette par med parret

oMt — et
wieli’ —wie'

= Re(wje!") og = Im(wjel'i').

wielit + wiel'!
2

Da Re(wje!'i') og Im(wje!i") beskriver reelle funktioner, far vi derfor en basis for alle reelle
funktioner, som er lesninger til Ligning (12.4), fra de n lesninger

vieMt, o veMt, Re(wief?), ..., Re(wse!), Im(wyett), ..., Im(wsets').

0

Det forste punkt i Korollar 12.2.6 betyder blot, at vektoren v; er en egenvektor for A med
egenveerdi A;. Det andet punkt betyder, at hvis vi arbejdede over det komplekse tallegeme C
i stedet for R, sd ville w; veere en egenvektor med egenveerdi y;. I sd fald kan det vises, at
W ogsd er en egenvektor for A med egenveerdi i;. Endelig betyder det tredje punkt, at der
findes en basis for C", der bestar af egenvektorer for A, ndr man betragter A som en matrix
i C"*". Derfor kan de tre punkter samlet omformuleres som: nar man betragter A som en
matrix i C"*", er matricen A diagonalisérbar.

Korollar 12.2.6 kan umiddelbart virke kompliceret, men det er praktisk at have ved hdnden i
konkrete tilfeelde. Lad os derfor se pd et eksempel.

A— 013.
-1 4

Formadlet med dette eksempel er at vise, hvordan man bestemmer den fuldsteendige losning
til det homogene system af ODE’er

/
[f%(t) ] _ [ 0 13]. [fl(t)]. (12.9)
H(t) -1 4 fa(t)
For at veere mere preecis onsker vi at finde den fuldsteendige losning bestdende af reelle

funktioner.
Forst udregner vi, at

Eksempel 12.2.6
Lad

pa(Z) = det(A — ZI) = det ([ j 41_32 D — (=2)-(4—2Z)—13-(—1) = Z2—4Z +13.

Dette polynomium har redderne 2 + 3i og 2 — 3i (se Seetning 4.2.1). Da redderne ikke er reelle,
arbejder vi over de komplekse tal for nu. Ferst finder vi en kompleks egenvektor tilherende



Kapitel 12 ||| 12.2 SYSTEMER AF LINEARE FORSTEORDENS ODE’ER MED KONSTANTE
KOEFFICIENTER 265

den ikke-reelle rod 2 + 3i. Vi geor dette ved at bestemme den reducerede trappeform af
matricen A — (2 + 3i)Iy:

A (2450 23 13‘ — —1‘2—31
1 2-3i R, < Ry | 2-3i 13
— 1 243
Ry « —R; | 2-3 13
— (1 —243i
Ry R+ (2+3)R; |0 0

Nu ser vi, at E 3;, altsd kernen af A — (2 4 3i)I; ndr den betragtes som en matrix i C?*?, er
lig med {(v1,v2) € C? | v; = (2 — 3i)vy }. Derfor er en basis for E, 3; for eksempel givet ved

[ 2-3i |

L 1 - ‘
Tilsvarende viser man, at en mulig basis for E,_3; er

[ 2+3i ]

L 1 - /

men vi har faktisk ikke brug for denne anden basis. Nu felger vi opskriften beskrevet i
Korollar 12.2.6, og vi udregner forst

[ 2 —1 3i ] J2r3t _ | 2 _1 & ] ¢* (cos(3t) + isin(3t))

[ (2= 3i)e?(cos(3t) +isin(3t))
I e?!(cos(3t) + isin(3t))
B [ 262 cos(3t) + 3¢ sin(3t) + i(2¢% sin(3t) — 3¢2 cos(3t))
e? cos(3t) + ie? sin(3t)

Derfor er

2-3i | s ) _ 2¢? cos(3t) + 3e* sin(3t)
1 e*t cos(3t)

Re(

Im ([ 2-3i ] e(2+3i)t> B [ 2¢? sin(3t) — 3¢* cos(3t) ]
) :

e?t sin(3t)
Ved hjeelp af Korollar 12.2.6 kan vi konkludere, at den fuldsteendige losning til systemet i
Ligning (12.9) er givet ved

[fl(t)

(6]

e* cos(3t) e? sin(3t)

fa(t)

hvor c1,c; € R.

. [ 2¢% cos(3t) + 3¢* sin(3t) ] e [ 2¢% sin(3t) — 3¢ cos(3t) ]
= ¢ - - ,
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Vi har nu beskrevet metoder til at bestemme den fuldsteendige losning, ndr matricen A er
diagonalisérbar over R (Seetning 12.2.3), og nar den er diagonalisérbar over C (Korollar 12.2.6).
Hvis matricen ikke er diagonalisérbar, ikke engang over C, kan det veere noget sveerere at
lose; der findes en formel for den fuldsteendige losning i et sddant scenarie, men dette ligger
udenfor rammerne af denne tekst. Vi vil dog vise et eksempel pa et seertilfeelde, der berorer
dette problem.

Eksempel 12.2.7
Lad

A= i med A € R.
0 A

Denne matrix har A som egenveerdi med algebraisk multiplicitet to og geometrisk multiplicitet
ét. Derfor geelder Seetning 12.2.3 ikke, da E, er endimensionel med en basis udgjort af for
eksempel vektoren (1,0).

Vi ensker at bestemme den fuldsteendige losning til systemet af ODE’er

1o [x 1] fan) o
f(t) 0 A f2(t)

Skilles systemet ad, har vi at gere med de to ODFE’er f;(t) = A - fi(t) + fa(t) og f3(t) =
A - fo(t). En lesning findes ved at seette f»(t) = 0, altsd nulfunktionen, og f;(t) = eM. Med
andre ord: vektoren af funktioner (e*,0) er en losning til systemet i Ligning (12.10). En anden
lesning kan findes ved at veelge f»(t) = e. Da skal f;(t) opfylde den linesere inhomogene
ODE f{(t) = A - fi(t) + e*. Ved at benytte Korollar 12.1.2, har vi, at f;(t) = e [e~MeMdt =
eMt +c-eM, hvor c € R. Ved at veelge c = 0, ser vi, at (f1(t), f2(t)) = (teM,eM) ogsd er en
losning til systemet i Ligning (12.10). Da vi nu har fundet to lineeert uatheengige losninger,
kan vi konkludere, at den fuldsteendige losning til systemet i Ligning (12.10) er givet ved

[fl(t) ] . [ oM
fa(t) 0

te?\t

T @R ° A

e

] , (1,00 €R.

12.3 Relationen mellem systemer af lineaere forsteordens ODE’er og
linesere andenordens ODE’er

Som en anvendelse af teorien i det forrige afsnit vil vi nu kort betragte en helt serlig type af
andenordens ODE’er:

Definition 12.3.1
Lad ag,a; € R veere konstanter og g : R — R en funktion. Da er en linezer andenordens ODE
med konstante koefficienter en ODE pa formen

f'(t)+ar- f'(t) +ao- f(t) =q(t). (12.11)
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Funktionen ¢(t) kaldes pa engelsk ODE’ens forcing function. Hvis denne forcing function g(t)
er nulfunktionen, kaldes ODE’en homogen, og ellers kaldes den inhomogen.

Som neevnt i Definition 12.1.2 opstiller man ofte begyndelsesveerdibetingelser pa formen
f(to) = yo, f'(to) = y1 for en given ty € R og givne verdier yo,y; € R. Man kan vise, at
hvis g(f) er en differentiabel funktion, s har ODE’en i Ligning (12.11) netop én losning,
der opfylder en given begyndelsesverdibetingelse. For ODE’er som i Ligning (12.11) er en
made at finde denne losning pa forst at bestemme dens fuldsteendige losning. Vi vil forklare,
hvordan man gor dette, i dette afsnit ved hjeelp af teorien fra det forrige afsnit. Folgende
seetning indeholder nogleelementet:

Saetning 12.3.1
Lad en funktion f : R — IR veere givet. Hvis f er en losning til ODE’en

() +ay- f1(t) +ag- f(t) =q(t), (12.12)
sa er vektoren af funktioner (f(t), f(t)) en losning til systemet af ODE’er
[f{(t)]_[ 0 1 ],[fl(t)]+[ 0
/ =
f(t) —ap —m fa(t) q(t)
Omvendst, hvis (f1(t), f2(t)) er en losning til systemet af ODE’er i Ligning (12.13), sa er
f1(t) en losning til ODE’en i Ligning (12.12).

(12.13)

Bevis. Dette overlades til laeseren. O

Eksempel 12.3.1

En funktion f(t) er en losning til den linesere andenordens ODE f”(t) +5f'(t) + 6f(t) =0,
hvis og kun hvis vektoren af funktioner (f(t), f/(t)) er en lesning til systemet af ODE’er

[f{(t)]:[ 0 1 ]_[mt)]_

i10) —6 =5 f2(t)

Seetning 12.3.1 har folgende fine konsekvens for strukturen af losningen til en linecer
andenordens ODE.

Korollar 12.3.2
Lad en inhomogen linezer andenordens ODE

f(8) +ar- f1(8) +a0- £(£) = 4(t)
vere givet, og antag, at f,(t) er en partikulaer losning til denne differentialligning. Da er

enhver anden lesning f(t) pa formen f,(t) + fj,(t), hvor f;(t) er en losning til den tilsvarende
homogene ODE

f'(t)+ay- f'(t)+ao- f(t) =0. (12.14)
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Bevis. Dette folger ved at kombinere Seetningerne 12.2.1 og 12.3.1. O
For at anvende Seetning 12.3.1 til at bestemme lagsningen til en linezer andenordens ODE, er
det nedvendigt at undersoge egenveerdierne og egenvektorerne af den matrix, der optreeder

i seetningen. Undersogelse af dens karakteristiske polynomium er derfor et vigtigt forste
skridt. Vi har

([ 2 2 ]2 [0]) - ([ 2 L))

= (=2)-(—ay—Z) —1-(—ay) = Z*> + ;1 Z + ay.
Dette motiverer for folgende definition:

Definition 12.3.2

Polynomiet
7% + M Z + ag

kaldes det karakteristiske polynomium for ODE’en
fr(#&) +ar- f/(8) +a0- f(£) = 0.

Med denne definition pd plads kan vi helt eksplicit lose en homogen lineaer andenordens
ODE. Der er tre scenarier at skelne imellem afheengigt af, om polynomiet har to forskellige,
reelle rodder, to komplekst konjugerede, ikke-reelle radder, eller en reel rod med multiplicitet
to (se Seetning 4.2.1).

Scenarie 1: Polynomiet 7% +a1Z + ag har to forskellige, reelle rodder. Hvis 7% 4+ a1Z + ag har
to forskellige, reelle rodder, betyder det, at dets diskriminant D = a% — 4ag er positiv, og at

—a; + VD _ —m—+VD

12.3.1 og 12.2.3 til at bestemme den fuldsteendige losning til ODE’en i Ligning (12.14), men
en direkte tilgang vil veere hurtigere. Med vores indsigt i teorien om systemer af ODE’er
forventer vi, at den fuldsteendige losning vil involvere funktionerne eMit og eM2t. Vi heevder
derfor, at bade eM! og ¢! er losninger til ODE’en i Ligning (12.14). For eksempel ser vi, at

de reelle redder er A = . Vi kunne nu benytte Seetningerne

(e)\lt)//_’_al(e/\lt)/_’_aoe)qt /\%e/\lt_i_al/\le/\lt_’_aoe)\]t
= ()L% + mA + Elo)e/\lt

0,

hvor vi i den sidste lighed har udnyttet, at A; er en rod i polynomiet Z2 + a1 Z + ag. P4 meget
lignende made viser man, at funktionen e"2 ogsé er en lesning. Hvis D = a2 — 4ag > 0, vil
den fuldsteendige losning til ODE’en i Ligning (12.14) derfor veere:

(=), ()
c1-eMt oy ettt =cpe\ 7 +cp-e\ , 1,0 €R. (12.15)
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Scenarie 2: Polynomiet Z% + a1Z + ap har to ikke-reelle redder. I dette tilfeelde er

diskriminanten D = a% — 4a¢ negativ, og redderne i Z? + a1 Z +ag er Ay = LHZI\/W og
Ay — 4 Z'\/W

2=
af Lemma 12.1.3, at bade eM og e"?' er komplekse losninger til ODE’en i Ligning (12.14). For

at finde reelle losninger tager vi blot realdelen og imagineerdelen af en af disse lesninger,
inspireret af hvad vi gjorde i Korollar 12.2.6. Vi far

Re(eM!) = Re(e(w)t) = o2 cos <” |D‘t>

. Meget lignende det forrige scenarie kan man vise, denne gang ved hjeelp

2

og pa lignende made
Im(eMt) = Im(e(w)t) — o(Ytsin (\/?Q '

Hvis D = a% —4ap < 0, vil den fuldsteendige losning til ODE’en i Ligning (12.14) derfor veere:

— VD o VD
1 el 2 ) cos ("t) + oy el 2 )t sin ("t) , o, €R. (12.16)

2 2

Scenarie 3: Polynomiet Z2 + a1Z + ag har en reel rod med multiplicitet to. I dette tilfeelde
er diskriminanten D = a? — 44 lig nul, og dobbeltroden er givet ved A = —a; /2. Som i de
forrige scenarier kan man direkte vise, at e’ er en lesning til ODE’en i Ligning (12.14), men i
dette scenarie mangler der endnu en losning. Heldigvis kan vi igen fa inspiration fra, hvad vi
har veeret igennem med systemer af lineaere ODE’er. I Eksempel 12.2.7 var vi i den situation,
at den algebraiske multiplicitet af en egenveerdi var to, men dens geometriske multiplicitet

.. . . . . . . 0 1
kun var én. Vi er i en lignende situation her. Hvis D = 0, sa har matricen ] , der
1

—ayp —a
forekommer i Seetning 12.3.1, egenveerdien A med algebraisk multiplicitet to, men man kan
vise, at dens geometriske multiplicitet kun er én. Da funktionen te’* dukkede op i Eksempel
12.2.7, vil det veere naturligt at prove at se, om denne funktion er en lgsning til ODE’en i

Ligning (12.14). Og det er den faktisk:

(te™)" +ay (te) +apte™ = (eM + treM) + a1 (et + theM) + apte™
= (AeM + AeM + tA%eM) + ag (M + tAeM) 4 apte’
= (A4 @A +ap)te’ + (24 +ap)eM
(2/\ + al)e)‘t
_—)
hvor viide sidste to ligheder har benyttet, at A> 4+ a;A +ag = 0,0g A = —a; /2. Vi konkluderer,
8 y )
athvis D = a7 — 4ap = 0, s4 er den fuldsteendige losning til ODE’en i Ligning (12.14):

7”1 a

c1-eM 4o teM=cq- e( )t +cr-t- e(%)t, c1,0 € R. (12.17)
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Vi afslutter afsnittet med en gennemgang af nogle flere eksempler.

Eksempel 12.3.2
Bestem den fuldsteendige losning til differentialligningen f”(t) — 5f'(t) + 6f(t) = 0.

Svar: Det karakteristiske polynomium for differentialligningen er Z> — 5Z + 6. Dette
polynomium har en diskriminant lig 1 og derfor to forskellige reelle rodder. Udregnes
disse rodder pa den seedvanlige made far man, at de er 2 og 3.

Ved at benytte Ligning (12.15) har vi derefter folgende fuldstendige losning:

f(t) = c1e® +c2e®, 1,00 €R.

Eksempel 12.3.3
Bestem den fuldsteendige losning til differentialligningen f”(t) — 4f'(t) + 4f(t) = 0.

Svar: Det karakteristiske polynomium for differentialligningen er Z> — 4Z + 4, som har en
diskriminant pa nul. Mere preecist har det roden 2 med multiplicitet to. Ligning (12.17)
forteeller nu, at den fuldsteendige losning, vi seger, er givet ved:

f(t) = CleZt + CZtEZt, cq,0 € R.

Eksempel 12.3.4
Bestem den fuldsteendige losning til differentialligningen f”(t) —4f'(t) +13f(t) = 0.

Svar: I dette tilfeelde er det karakteristiske polynomium for differentialligningen Z2 — 4Z + 13,
som har en negativ diskriminant, nemlig D = (—4)2 —4-13 = —36. Derfor har det
karakteristiske polynomium to ikke-reelle redder, som viser sig at veere 2 4 3i og 2 — 3i.
Ifelge Ligning (12.16) er den enskede fuldsteendige losning:

£(t) = c1e* cos(3t) + c2e* sin(3t), c1,c2 € R.

Afslutningsvis giver vi nogle eksempler pd inhomogene lineaere andenordens differential-
ligninger.

Eksempel 12.3.5
Bestem den fuldsteendige losning til felgende differentialligninger:

1. f"(t) = 5f'(t) + 6f(t) = t. Det er givet, at der findes en partikuleer losning pa formen
f(t) =at+bmeda,beR.

2. f"(t) —4f'(t) + 4f(t) = €'. Det er givet, at f(t) = ¢’ er en losning.

3. f"(t) —4f'(t) + 13f(t) = 1. Det er givet, at der findes en losning pa formen f(t) = a
med a € R.

Svar:
Jeevnfer Korollar 12.4.2 og de tidligere eksempler er det nok at finde en partikuleer losning
til hver af differentialligningerne.
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1. Lad os forsege at finde en partikuleer losning pé formen f(t) = at +bmed a,b € R.
Ved at indszeette dette i differentialligningen ser vi, at 0 — 4a + 4(at + b) = t. Derfor far vi
40 =10g —4a+4b = 0. Viser, at f(t) = t/4+ 1/4 er en partikuleer losning. Ved at benytte
Eksempel 12.3.2 og Korollar 12.4.2 konkluderer vi, at den fuldsteendige losning er givet ved:

t 1
f(t) = i + i + e+ e, 00 €R

2. Da vi er givet en partikuleer losning, kan vi finde den fuldsteendige losning direkte fra
Eksempel 12.3.3 ved at benytte Korollar 12.4.2. Resultatet er:

f(t)=¢e + c1e® + cote®, 1,00 € R.

3. Forst finder vi en partikuleer losning pa formen f(t) = a. Ved at indseette dette i
differentialligningen ser vi, at 0 —4 - 0+ 13a = 1, og derfor er f(t) = 1/13 en partikuleer
losning. Ligesom tidligere kombinerer vi nu denne partikuleere losning med den fuldsteendige
losning til den tilsvarende homogene ODE givet i Eksempel 12.3.4, og vi far felgende som
den enskede fuldsteendige losning til den givne inhomogene ligning:

1
f(t) = TR c1e® cos(3t) + cpe? sin(3t), c1,c2 € R.

12.4 Relationen mellem systemer af lineaere forsteordens ODE’er og
linezere differentialligninger af hgjere orden

De samme ideer, som blev anvendt i det foregdende afsnit, kan ogsa anvendes pa visse n'te-
ordens differentialligninger. For fuldsteendighedens skyld viser vi i dette afsnit, hvordan det
kan foregd. Dette afsnit er ikke obligatorisk leesning og er kun ment som ekstra materiale til
leesere, der onsker at vide lidt mere. Vi starter pd samme made som for linezere andenordens
ODF’er.

Definition 12.4.1

Lad n veere et naturligt tal, ag, ...,a4,—1 € R konstanter og 4 : R — R en funktion. En linezer
n’te-ordens ODE med konstante koefficienter er en ODE pd formen

FO) +aug - fOOE) + - ar- f(E) +ag- f(E) = q(t). (12.18)

Funktionen ¢q(t) kaldes pa engelsk ODE’ens forcing function. Hvis denne forcing function q(t)
er nulfunktionen, kaldes ODE’en homogen, og ellers kaldes den inhomogen.

Som neevnt i Definition 12.1.2 arbejdes der ofte med begyndelsesverdibetingelser pa formen
f(to) = o, f'(to) = y1,...,f"V(ty) = y,_1 for et givet { € R og givne veerdier
Yo, Y1,---,Yn—1 € R. Man kan vise, at hvis q(t) er en differentiabel funktion, s har ODE’en
i Ligning (12.18) netop én lesning, der opfylder en given begyndelsesveerdibetingelse. For
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ODE’er som i Ligning (12.18) er en mdde at finde denne losning pa at bestemme dens
fuldsteendige losning forst. Vi vil i dette afsnit beskrive, hvordan dette kan gores.

Den primeere ide er at relatere en losning til en lineeer n’te-ordens ODE med konstante
koefficienter til en losning til et passende valgt system af lineaere forsteordens ODE’er.

Saetning 12.4.1
Lad en reel funktion f : R — R veere givet. Hvis f er en losning til ODE’en

) +apr - fOVE) 4+ tar f(E) a0 f(E) = q(t), (12.19)

s& er vektoren af funktioner (f(t), f'(t),..., f*=1(t)) en losning til folgende system af
ODF’er:

A conl O T A® 0
fz@ I T fzft) + 0 . (1220
aeol | % o0 0 fy ] Lae

| —40 an—2 n—1 |

Omvendt, hvis (f1(¢),..., f4(t)) er en losning til systemet af ODE’er i Ligning (12.20), s&
er f1(t) en lesning til ODE’en i Ligning (12.19).

Bevis. Dette overlades til laeseren. O

Seetning 12.4.1 medferer, at man kan anvende al den teori, vi har udviklet i det forrige afsnit,
nar man undersgger en ODE som Ligning (12.18). For eksempel kan vi konkludere folgende.

Korollar 12.4.2
Lad en inhomogen linecer n’te-ordens ODE

FOE) A apr - fOV@E) + ka1 a0 f() = q(0)

veere givet, og antag, at f,(t) er en partikuleer losning til denne differentialligning. Da er
enhver anden lesning f(t) pa formen f,(t) + fi,(t), hvor f,(t) er en losning til den tilsvarende
homogene ODE

FOE) Fap - fO VB 4 tay- f()) Fao- f(£) =0. (12.21)

Bevis. Dette folger ved at kombinere Seetningerne 12.2.1 og 12.4.1. O

Som for systemer af n linezere forsteordens ODE’er kan man ogsa her vise, at losningsmaeng-
den til en homogen linecer n’te-ordens ODE udger et vektorrum af dimension n. For at
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beskrive den fuldsteendige losning skal man derfor finde n lineeert uatheengige losninger.
Som med systemer af linezere forsteordens ODE’er er forste skridt mod bestemmelse af den
fuldsteendige losning til en lineser n’te-ordens ODE at finde den fuldsteendige losning til
den tilsvarende homogene ODE. Hvis vi vil benytte Seetning 12.4.1, vil forste skridt veere at
bestemme det karakteristiske polynomium for matricer pa den form, der optraeder i Seetning
12.4.1. Heldigvis findes der en praktisk formel for de karakteristiske polynomier af sddanne
matricer. Den virker endda over ethvert legeme FF.

Lemma 12.4.3

Lad F veere et legeme, n > 2 et heltal og ag,...,a,-1 € F. Da er det karakteristiske
polynomium for matricen

0 1 0 0 |
A= 0 0 1 0
0 0 0 1

__ao —AQy_2 _anil_

lig med
pa(Z) = (=1)" - (Z" + ay 1 Z" '+ -+ a1 Z + ap).

Bevis. Vibeviser dette ved induktion pé n for n # 2. Hvis n = 2, kan vi direkte se, at

—Z 1
—ayp —ayp — Z

pa(Z) = det ([

> = (-2)-(~a1~2) ~1-(~a) =+ mZ +ap.

Antag nu, at n > 2, og at resultatet er sandt for n — 1. Udvikles determinanten af A — ZI,
langs den forste sgjle far vi, at:

Z 1 0 0
det (A — ZI,) = —Z - det 0 N 1 0
0 0o -z 1
| —a e @y~ —Z |
(1 0 o0 0
~Z 1 0 0

+ (=1)" - (—ap) - det
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Benyttes induktionshypotesen péd den forste determinant efter ligheden og Seetning 8.1.4 pa
den anden determinant far vi, at

det(A—ZIL,) = (=2Z)-(-1)" 1 (2" Ya, 12" 2+ Fa)+ (=1)" 1 (—ap) -1
= (_1)11 : (Zn + an,1Z”_1 +.. .fa1Z + ﬂo).

Dette fuldender induktionstrinnet. Dermed er lemmaet sandt for ethvert heltal n > 2. O

Bemeerk, at matricen i Lemma 12.4.3 pd engelsk kaldes en companion matrix for polynomiet
Z" +a, 1Z" ' 4+ ... 4+ a9. Lemma 12.4.3 medforer, at nir den linezere n’te-ordens ODE i
Ligning (12.18) skal loses, sé er det forste, man ber gore, at finde redderne i polynomiet
Z"+a, 12" 4 . . fa1Z + ap. Polynomiet

z" + ﬂn,1zn_l +--+ a1Z + ap
kaldes ofte det karakteristiske polynomium for ODE’en

FO) +ana- U+ o f(8) +ao- f(2) =0,

Vi kunne fortseette med at udvikle teorien om linezere n’te-ordens ODE’er yderligere, men i
denne tekst vil vi afslutte vores studier af differentialligninger her.



	Tilkendegivelser
	Forord
	Indhold
	Figurliste
	Udsagnslogik
	Prolog: Et logisk problem om etiketter og krukker
	Kom i gang med udsagnslogik
	Logisk konsekvens og ækvivalens
	Anvendelsen af logik i matematikken
	Epilog: det logiske problem om etiketter og krukker

	Mængder og funktioner
	Mængder
	Funktioner
	Eksempler på funktioner

	Komplekse tal
	Introduktion til de komplekse tal
	Aritmetik med komplekse tal
	Modulus og argument
	Den komplekse eksponentialfunktion
	Eulers formel
	Den polære form af et komplekst tal

	Polynomier
	Definition af polynomier
	Polynomier af anden grad med reelle koefficienter
	Polynomier med reelle koefficienter
	Binomier
	Divisionsalgoritmen
	Rødder, multipliciteter og faktoriseringer

	Rekursion og induktion
	Eksempler på rekursivt definerede funktioner
	Hanois tårne
	Summationssymbolet
	Induktion
	En variant af induktion

	Systemer af lineære ligninger
	Strukturen af lineære ligningssystemer
	Transformering af et system af lineære ligninger
	Den reducerede trappeform af en matrix
	Bestemmelse af alle løsninger til systemer af lineære ligninger
	Entydighed af den reducerede trappeform

	Vektorer og matricer
	Vektorer
	Matricer og vektorer
	Kvadratiske matricer

	Determinanter
	Determinanten af en kvadratisk matrix
	Determinanter og elementære rækkeoperationer
	Alternative beskrivelser af determinanten

	Vektorrum
	Definition af og eksempler på vektorrum
	Basis for et vektorrum
	Underrum i et vektorrum
	Ekstra: hvorfor har ethvert vektorrum en basis?

	Lineære afbildninger mellem vektorrum
	Lineære afbildninger ved anvendelse af matricer
	Lineære afbildninger mellem generelle vektorrum
	Lineære afbildninger mellem endeligdimensionelle vektorrum
	Anvendelser af matrixrepræsentationen af en lineær afbildning

	Egenværdiproblemet og diagonalisering
	Egenvektorer og egenværdier
	Egenrum
	Diagonalisering
	Fibonacci-tal genbesøgt
	Ekstra: Hvad hvis diagonalisering ikke er mulig?

	Systemer af lineære ordinære differentialligninger af første orden med konstante koefficienter
	Lineære førsteordens ODE'er
	Systemer af lineære førsteordens ODE'er med konstante koefficienter
	Relationen mellem systemer af lineære førsteordens ODE'er og lineære andenordens ODE'er
	Relationen mellem systemer af lineære førsteordens ODE'er og lineære differentialligninger af højere orden

	Appendikser
	Enhedscirklen
	Udvalgte regneregler for differentiering
	Lille ordbog over matematiske begreber

	Stikordsliste



