Temagvelse 2

Algebraens fundamentalsetning siger, at ethvert polynomium p(Z) € C[Z] af grad mindst én
har en rod A € C (se Seetning 4.6.1 i leerebogen). For praktiske anvendelser er det vigtigt at
kunne finde en sddan rod eller i det mindste at kunne finde en god numerisk tilnsermelse, ogsa
kaldet en approksimation. Malet med denne temagvelse er at opné algoritmisk indsigt i, hvordan
numeriske approksimationer af rgdderne i polynomier med reelle koefficienter kan findes. Vi vil
gennemga to metoder: bisektionsmetoden og Newton-Raphson-metoden.

Del I: Bisektionsmetoden

Begynd ved abne en kommandolinjeversion af Python.

1. For at kunne arbejde med rgdderne i polynomier p(X) € R[X] definerer vi funktionen, som
et sddant polynomium giver anledning til: p : R — R, hvor = — p(z). Det forste skridt er
at finde ud af, hvordan man definerer en sadan funktion i Python.

(a) Overvej som et eksempel polynomiet p(X) = X3 — X — 6. Den tilsvarende funktion
p: R — R kan defineres i Python som fglger:

def p(x):
return x**3 - x - 6

Skriv denne kode i kommandolinje-Python (husk at indrykke anden linje). Efter at
have indtastet den fgrste linje vil prompten sendre sig fra >>> til .. .. Efter at have
indtastet den anden linje vil prompten stadig veere ..., men efter at have trykket
pa Enter-tasten vil prompten sendre sig tilbage til >>>. Nar den ggr det, har du
feerdiggjort indtastningen af funktionen i Python.

(b) Nu kan du beregne veerdierne af funktionen p ved hjelp af Python. Skriv for eksempel
p(10) og kontroller i handen, at Python returnerer den korrekte veerdi.

(¢) Brug Python til at beregne p(—1), p(0), p(1), p(2) og p(3). Kan du nu angive en rod
i polynomiet p(X)?

Generelt vil man sjeldent vaere heldig at finde en rod i et polynomium f(X) blot ved at
beregne nogle enkelte af dens veerdier. Derfor vil vi nu studere et kriterium, der af og til kan
anvendes til i det mindste at bestemme, hvor en rod cirka er placeret. Vi vil starte med at
formulere en szetning for kontinuerte funktioner. Vi vil ikke definere, hvad en kontinuert funktion
preecist er, men meget lgst sagt er en funktion kontinuert, hvis dens graf ikke har nogen “huller”.
Du ma frit benytte i denne temagvelse, at enhver funktion f : R — R, hvor « — f(z), og hvor
f(X) € R[X] er et polynomium, er kontinuert. Kontinuerte funktioner har nogle rare egenskaber,
blandt andet den fglgende seetning, kendt som mellemverdisetningen.

Seetning 1 Lad a,b vere reelle tal, der opfylder a < b. Lad yderligere f : [a,b] — R vere en
kontinuert funktion.

o Huis f(a) < f(b), og y opfylder f(a) <y < f(b), sd er y = f(x) for nogle x i intervallet
[a, b].

o Huis f(a) > f(b), og y opfylder f(b) <y < f(a), sa ery = f(x) for nogle x i intervallet
[a, b].



Vi vil ikke bevise denne satning, men du méa bruge den frit. Hvis f : R — R er en funktion, og
A € Ropfylder f(A) = 0, kalder vi A for et nulpunkt i f. Hvis f er defineret ud fra et polynomium
f(X), er et nulpunkt i f simpelthen en rod i polynomiet f(X). Mellemveaerdiseetningen leder til
en nyttig konsekvens vedrgrende nulpunkter i kontinuerte funktioner:

Korollar 2 Lad a,b vere reelle tal, der opfylder a < b. Lad yderligere f : [a,b] — R vere en
kontinuert funktion, der opfylder f(a)- f(b) < 0. Da eksisterer der x € [a,b], sdledes at f(z) = 0.
Med andre ord: funktionen f har et nulpunkt i intervallet [a, b].

2. Mélet med dette sporgsmal er at forstd, hvorfor Korollar 2] er en logisk konsekvens af
Seetning [1]

(a) Vis forst og fremmest, at f(a) - f(b) < 0 medferer, at

fla) <0 A f(b) >0 eller f(a)>0 A f(b) <O.

(b) Konkludér, at hvis f(a) - f(b) < 0, sd er 0 en veerdi mellem f(a) og f(b). Med andre
ord: konkludér, at vi har enten f(a) < 0 < f(b) eller f(b) <0 < f(a).

(¢) Anvend nu S%tning til at konkludere, at f har et nulpunkt i intervallet [a, b].

3. Polynomiet p(X) = X? — X — 6 blev med vilje valgt pa en sddan mdade, at det havde den
“paene” rod 2. Vi veelger nu et andet polynomium uden sddanne paene rgdder.

(a) Betragt polynomiet f(X) = X3 — X —5, og definér i Python den tilsvarende funktion
f:R — R, det vil sige funktionen, der opfylder x +— 23 — z — 5.

(b) Benyt Python til at udregne f(x) for x € {0,1,2,3}. Konkludér ved hjaelp af Korollar
og det faktum, at f(1) < 0, og f(2) > 0, at polynomiet f(X) = X3~ X —5 har en rod
i intervallet [1,2]. Som neevnt tidligere ma du frit benytte, at en polynomiefunktion
er kontinuert.

(c) For et givet interval [a,b] kalder man veerdien (a + b)/2 for midtpunktet af dette
interval og veerdien b — a for bredden af intervallet. For eksempel har intervallet [1, 2]
midtpunktet (1 +2)/2 = 1.5 og bredden 2 — 1 = 1. Udregn nu f(z) i midtpunktet af
intervallet [1,2]. Har polynomiet X3 — X —5 en rod i intervallet [1,1.5] eller i intervallet
[1.5,2]7 Bemeerk, at disse intervaller har bredden 1/2, det vil sige halvdelen af bredden
af intervallet [1, 2].

(d) Bestem nu, baseret pa veerdien af f(x) i midtpunktet af det interval, du lige har
fundet, et interval med bredden 1/4 indeholdende en rod i polynomiet X3 — X — 5.

(e) Man kan i princippet fortsaette proceduren fra 3 (d) adskillige gange, hvor man hver
gang finder et interval, der indeholder en rod i X3 — X — 5, med en bredde, der er
halvt sa stor som det forrige intervals. Udfgr yderligere to trin, og bestem et interval
med bredden 1/16, der indeholder en rod i polynomiet X3 — X — 5.

Idéerne, der blev praesenteret herover, giver anledning til en algoritme, der kan finde approk-
simationer af redderne i et polynomium med reelle koefficienter. Mere preecist: givet p(X) € R[z]
og a,b € R sadan at a < b, og p(a)-p(b) < 0, sd kan vi rekursivt definere en sekvens af intervaller
[ao, bo} y [a1, bl} s [ag, bg} , ... SOm f@lger:



[a,b] hvisn=0

n— bn— . n— bn_
{an_h aﬁl} hvis 7> 1 og p(an_1) - p (W) <0

[an, bn] = 2 2
n— bn— . n— bn—
[al—;l,bnl} hvis n > 1 og p(an—1) - p ((112-5-1> > 0.

At benytte midtpunkterne i alle de fundne intervaller giver derefter bedre og bedre approk-
simationer af en rod i polynomiet p(X). Med andre ord: sekvensen af reelle tal rg,r1,79,...
defineret som

o ntbn
2
er approksimationer af en rod i p(X). Jo stgrre veerdien af n er, desto bedre bliver approksi-
mationen. Denne metode til tilnsermelse af rgdder kaldes bisektionsmetoden.

4. (a) Benyt Python pé polynomiet f(X) = X®—X —5 med [a, b] = [1, 2] til at bestemme 7.
Du kan genbruge de intervaller, du allerede har bestemt i den tidligere opgave. Benyt
ogsd Python til at udregne f(ry). Svar: r4 = 1.90625, og f(r4) = 0.020660400390625.
(b) Antag fortsat, at f(X) = X3 — X — 5, og [a,b] = [1,2], og vis ved induktion pa n,
at bredden af intervallet [ay,by,] er lig med 1/2™ for alle n € Z>(. En konsekvens af
dette er, at afstanden fra r, til en rod i f(X) hgjst er 1/27+1,

Bemeerkning 3 Bemerk som en lille advarsel, at man i en realistisk anvendelse maske kun
kender koefficienterne af p(X) til en vis numerisk precision. Hvis (an—1 + bp—1)/2 allerede er
tet pa en rod i p(X), kan det derfor vere umuligt palideligt at bestemme, om p(an—1) - p((an—1+
bn—1)/2) > 0 eller p(an—1) - p((an—1 + bn_1)/2) <0, og man kan ikke vere sikker pd andet end,
at p(an—1) - p((an—1+bn-1)/2) er meget tet pa nul. Sidanne overvejelser er emner for numerisk
analyse og er vigtige, nar man udvikler sakaldt numeriske algoritmer.



Del II: Newton-Raphsons metode til bestemmelse af rgdder i polynomier med reelle
koefficienter

Hvis alt gik godt, fandt du i det forrige, at polynomiet X3 — X —5 har en rod, der er indeholdt
i intervallet [1.875,1.9375]. Midtpunktet i dette interval er derfor en rimelig approksimation for
en rod i X3 — X — 5. Som allerede udregnet i den forrige opgave er dette midtpunkt lig med
(1.87541.9375) /2 = 1.90625. Vi vil nu behandle en anden made, hvorpa man kan finde numeriske
tilnsermelser af rgdderne i et polynomium p(X) € R[X].

5. Lad p(X) € R[X] veere et polynomium af grad mindst én. Desuden antages det, at A € R
er en rod i p(X). Som fgr definerer vi den funktion, som dette polynomium giver anledning
til, ved p : R — R, hvor x — p(x).

(a) Antag, at A er enrod i p(X) med multiplicitet m, hvor m er mindst to. Benyt Definition
4.6.1 i leerebogen til at konkludere, at der i dette tilfeelde eksisterer et polynomium
9(X), saledes at f(X) = (X —A)™-g(X). Benyt nu antagelsen om, at m er mindst to,
til at udlede, at der findes et polynomium h(X), sdledes at f(X) = (X — \)? - h(X).

(b) For et givet polynomium
f(X)=ap+ a1 X +asX?+ -+ a, X"

defineres den afledte af f(X), betegnet ved f'(X) eller sommetider ogsa f(X)’, pa
seedvanlig made som

fI(X)=a1 +2aX + - +na, X" L.

Vis, at hvis A er en rod i f(X) med multiplicitet mindst to, s er A enrod i f/(X). Hint:
udnyt, at f(X) = (X — \)? - h(X) for et polynomium h(X), og benyt produktreglen
for differentiation.

(c) Antag, at A er en rod i f(X) med multiplicitet én. Vis, at der i dette tilfzelde eksisterer
et polynomium g¢(X), saledes at f(X) = (X — A) - g(X), og g(A) # 0.

(d) Vis, at hvis A er en rod i f(X) med multiplicitet én, sd er f/(\) # 0. Hint: benyt
igen produktreglen til at finde et udtryk for f/(z), denne gang pa produktet f(X) =
(X = A) - g(X). Udnyt derefter det faktum, at g(\) # 0.

En rod i et polynomium f(X) med multiplicitet én kaldes ogsa en simpel rod. I en mere
generel sammenhgeng har vi, at hvis f : R — R er en differentiabel funktion, sa kaldes et element
X € R et simpelt nulpunkt i f, hvis f(A) =0, og f'(A\) # 0.

6. Lad f : R — R vaere en differentiabel funktion, og lad o € R vaere givet. Du ma gerne
antage, at f’(zg) # 0.

(a) Tjek, at tangentlinjen til grafen af f i punktet (xo, f(xo)) er givet ved ligningen
y = f'(wo) - (x — o) + f (o).

(b) Vis, at skeeringspunktet mellem denne tangentlinje og z-aksen er givet ved punktet
(21,0), hvor




Hvis det indledende “gaet” xg er teet pa A, sa vil x1 typisk veere taettere pa A end xg. Se den
folgende figur for en illustration.
Y
A

graf: y = f(x)

Idéen med Newton-Raphson-metoden (ofte kaldet Newton-Raphson-algoritmen) er nu at

f(zo)
f' (o)

. Hvis startpunktet z; er taettere pa A end xq, vil man forvente, at x5 er endnu

udfgre iteration med denne procedure: nar xr; = zg — er beregnet, kan man definere

_ fl=)

f'(@1)
taettere! Sgger vi en endnu bedre approksimation af A, kan vi ganske enkelt gentage proceduren
nogle gange. Mere formelt finder vi en sekvens af reelle tal zg, x1, o, ... der er rekursivt defineret
som fglger:

T2 = X1

o= f(@n-1)

4 ——— ifn>1
Tn—1 fl(mnfl) orn =

Det viser sig, at fglgende gaelder:

Setning 4 Lad f : R — R vere en differentiabel funktion, og antag, at \ er et simpelt nulpunkt
1 f. Sd findes der et reelt tal e > 0, saledes at de reelle tal x,,, der er defineret ovenfor, for ethvert
xo €A — €, X + €[ vil konvergere mod A for voksende n.

Formelt siger man, at sekvensen g, x1,22,... konvergerer mod ), eller med andre ord, at
lim, o , = A. Konvergens af sekvenser er et emne for andre kurser, og vi vil kun anvende
denne terminologi pa en uformel made. Lad os afprgve Newton-Raphson-algoritmen i et specifikt
eksempel.

7. Lad f : R — R veere defineret ved f(z) = 23 — 2 — 5, og lad x¢ = 2.

(a) Udregn 7 og x2 ved hjalp af Python direkte fra formlerne z; = o — j]:’((z(z))) og
Ty =21 — f(xl)'
f'(@1)

(b) For udregning af yderligere veerdier af x,, er det mere bekvemt at benytte sig af en
rekursivt defineret funktion F' : Z>¢ — R, hvor F'(n) = x,. For at definere den skal
vi i Python fgrst definere funktionen f: R — R med x + 2% — 2 — 5 samt funktionen



fprime : R — R med z + 322 — 1. Bemeerk, at fprime(x) = f/(x). Disse funktioner
kan defineres i Python pa fglgende made:

def f(x):
return x**3 - x - b5
def fprime(x):

return 3*x*x*x2 - 1

Vi seetter nu g lig med 2 og definerer funktionen F' : Z>o — R, hvor F'(n) = z,, pa
en rekursiv made som felger i Python:

x0=2
def F(n):
if n==0:
return x0
else:
return (F(n-1)-f(F(n-1))/fprime(F(n-1)))

Indtast nu koden givet ovenfor i Python for at seette zg lig med 2 og for at definere
funktionerne f, fprime og F. Verificér ved hjelp af Python, at F(0), F(1) og F(2)
giver de rigtige output: F(0) = 2, F(1) = 21 og F(2) = z3. Du kan sammenligne med
veerdierne af x1 og x2, som du allerede har udregnet tidligere af denne opgave.

(c) Benyt den rekursivt definerede funktion F' til at beregne x3 og z4.

(d) Udregn x5, og sammenlign med x4. Hvilken sandhedsveerdi har det logiske udtryk
F(4)==F(5) ifglge Python? Har du kommentarer til Pythons svar?

(e) Husk fra tidligere, at man ved anvendelse af bisektionsmetoden efter fire iterationer
opnéede approksimationen 74 = 1.90625 for en rod i f(X) = X3 — X — 5, som
opfylder f(ry) = 0.020660400390625. Udregn nu f(z4). Hvilken metode giver den
bedste approksimation af en rod i X3 — X —5 efter fire iterationer: bisektionsmetoden
eller Newton-Raphson-algoritmen?

Bemaerkning 5 Man kan vise, at (groft sagt) med hver iteration i bisektionsmetoden gges an-
tallet af korrekte decimaler med den samme mangde. Omvendt, hvis dit valg af startverdi zq
er rimeligt tet pd en rod (og den rod har multiplicitet én), sd fordobles antallet af korrekte de-
cimaler i hver iteration ved brug af Newton-Raphson-metoden! I praksis kombinerer man begge
metoder: forst anvendes bisektionsmetoden med kun fa iterationer for at opnd en rimelig approk-
simation af en rod, hvorefter Newton-Raphson-metoden anvendes til hurtigt at finde en meget
god approksimation af denne rod.

Temagvelse 2 er slut.

For dem, der gnsker mere, er her et par ekstra spgrgsmal, men det er helt frivilligt
at lave dem!
Vi vil nu inddrage komplekse tal, sa vi starter med at indleese samme pakke som i Temagvelse



import cmath

Blot som en pamindelse kan det komplekse tal 2 + 37 defineres som falger:
z = complex(2,3)

Det komplekse tal kan nu vises nemt ved at skrive:
z

Bemeerk, at z vises af Python som 2 + 3j. Altsa foretraekker kommandolinje-Python at anvende
‘57 1 stedet for ‘1.

8. Vi har set et eksempel, hvor Newton-Raphsons algoritme fungerede ret godt. Dens svaghed
er, at det indledende gaet x( skal veere et godt geet. Lad os betragte et eksempel, der
demonstrerer dette. Vi veelger i denne gvelse g : C — C defineret ved g(z) = 2> — 222.

(a) Veelg g = —1, og benyt Python til at udregne x,, for nogle smé vaerdier af n. Kon-
kludér ligesom for, at sekvensen xg,z1,Z2,... ser ud til at neerme sig en rod i poly-
nomiet X3 — 2X?2.

(b) Veelg nu zy = 0, og benyt Python til at (forsgge at) udregne z;. Hvad gar galt?

(¢) Lad os veelge 29 = 0.1 for at undga division med nul i det forste trin. Udregn x,, for
n op til 10. Ser sekvensen xg, x1, xs2,... ud til at konvergere?

9. Som et sidste eksempel viser vi, at Newton-Raphsons algoritme ogsé kan finde approksi-
mationer af komplekse (simple) rgdder i polynomier. Vi vaelger i denne opgave h : C — C
defineret ved h(z) = 2% — 1.

(a) Rodderne i polynomiet Z3 — 1 er de komplekse tal 1, —% + %\/3 -4 0g —
Verificér dette ved hjeelp af teorien om binomiske ligninger.

11 .

57 3 3 - 1.

(b) Veelg nu 2 = 4, og benyt Python til at udregne x,, for nogle smé veerdier af n. Hvilken
rod i Z3 — 1 konvergerer sekvensen g, 1, T2, ... imod?

(c) Eksperimentér med veerdien af xg, og find en veerdi, for hvilken den resulterende

sekvens xg, 1, T3, ... konvergerer imod roden —% - %\/g 1.



